at: igﬁiégz&é‘ Mechanica:

e R Errata.,
' De vcranderlngen dﬁn in de taxt aan men door (:) ‘l’ ,ena
uueschmnvaegan de formulae: (4’2,\ ;"

(4.2) §=Palh. s B xrgt e
,“?u zullen buhq gn:’ wervelt., Hiervoor komt in de pliats:
Uit (/2.5) volgt: | ‘ e i 7
Bewijs” vervalt. Hiewveor kemt in de rlaats.

tlen kan dit ook als volgt imaian: :
Aehter fora., (/4.4) | : g

blz.14 - (E)
R : Vo -2 .
' I b e d
§§' o fgr:*&. N I E SR
'E?! i 0} tiooel o iy

blg.34 — {5} Vanef fS) t2t het einde ven {2 bledzeide aldus verander
Het vlak door het eindpunt van é evenwijdig aan g,'en‘

é’ ; wordt t.o.van het stelscl Kk voorgesteld door de
vergalijking ‘

- v % I

1 4 I

!

fa - 0 =20

(14, 7 | L=
IR Lo 1

; A A
ple .15 ~ &Q of, herleid: '
' L 'r A - ~3 K "
I Ra'—ix"-x” =7, :

p1z.15 - (7) in form. (75.4) achter £ san echter ¢ een : te plaatsen
b1z.17 - (& Vanaf Uit de vergelilking’ tot .OcMde kentallen" te ver-
vengen door: ~
Gaat men in (/6.4) voor aen index wamarover niet gesommeerd,

wordt over tot het assenstclsel (K') dan volgt

PE ‘

S (1) AT Rk ‘
sn uit een vergelizing met ( 7./ ) volgt dus dat de inter-

@? ; mediaire kentallen 14: juist gelijk zijn ean de A it §

: ( 1), zoodat achteraf blijkt, dat wij goed modan 1n (6.1 }
resds den kenletter A te gehrniken.

bl=z.18 - Qﬁ achter ,algemeen product™ komb: of kort product

D 1% B

f

-een dervgelijken™ vervangen door: iederen willekeurigen
(Zie opgave)” wordt (Zie de opgave boven)

[
i
i
h Yo L

-
1/

®
olded§ - Ta opgave wordt ales volgt geschraeven: K
o (noave:  Bewlis op dezelfde wanier, dat de affinor ﬂé,"
Ly geschreven kan worden als ds som van 9r'dm?”
ven twee vectoren.

"
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11l
v15.35 - @ form. {353) wordt (35.4) 3
blz.35 ~ @ form. ( 34%) wordt (355)
blz.35 - @8 hier komt nog:

‘ 1nderdaad ie ook hier v e

x’ t, ,+ Y b+%u+cﬁ"z\,*~3‘»a Fyl+ %L reti

7 »@ tusschenvoegen: {en dus de index +4% of 0\, is)
blg.}? « »OTthogonasl® onderstreepen.
blz.38 *«Q%) m@ in beide gevallen vervolgen meb:

‘ ,W ,dns niet in de riimte-tijd-wereld der rela‘bwitaxtstha
blz.@ﬁ}?) wmmc’wnvmgw van 2%
blz.42 - }4 tusschenvoegen: {en dus de plil van %/\ naar buiten *}
3 vV wordt o

56) - @_ en v wordt ¢ |




Relativistische Mechenica.

duleiding.

De badeeling ven dit college is nist om te onderzoeken
of de relativiteitstheorie al of niet juist is, mwser om de tech-
niek erven te behandelen. Het doel van de Mechanicae en Physica
is do wearnemingsciifers zoo te ordsnen, dat men ne vels waarne-
minzen da verders kan voorspellsn. Hisrvoor maken wij een gedach-
tenschewe nsast de realiteit, stellesn syabolen en regels op en

sorzen dat esn gebeurtenis in de resliteit sen cmrrespundaerand
gevel in hat schems heeft. Het schewma is dus nist absoluut; er
lunnen meerdere goede schens’s zijn. De meectihunde ven Buclides,

gecowbineerd net do y?lﬂ@l”u Kz=ome 8 actie is gelllk reactie
geaft mat de algebra sen afgesloten geheel, n.l. de klassiske
azchenico van Newbon. Dit is cen zeor gesloagd schems, maar wi
weten, dat het slechts ten deele goed is. Het is gebleken, dat

it =cohous heel goed son de fPalltPLt beantwoordt als Y'¢< 7 eun
o3 > mAasss van het elec ;rnn,lf ¢
2 eenvondige rolativiteitstheorie behandelt hoofdzeks-
lik die gevellen, wenrin 2 niet meer<< ¢ i en waarbii men sllsen
op d¢ snelheden let. De alpenmeenc relativiteitstheoris houdt zich
ook besig m@t de theorie van gravitatie en versnellingen, die
voor de QGHVQuﬁlﬁﬁ relativiteitstheoorie esn govaerliik terrein -
is. Zim de messa’s niet langsr >> dan dise van het electreon, dan
wout nen op hat gebiced van ds guant enthegorie. De combinatie van
dese leoatote wat de relaetiviteitsthsoris is nog nibt op in alle
ppaichisn bevesdisends wilze @a;ukt Uitgangapunt van de relati-.
vitoitstueorie is hot beschiouwen van de gshsurtenissen sls 4-di~
mensiousal. Wil moeten dsorom esrst de d-dimensionale of algemeg- -

or 48 n-dimensionale Meetkunde ontwikkelen, .

1) list tesken ¢« botsekent det de grootheid links te vermasrloo-
zon is ten opzichte ven de groothelid rechis.» is de omkesring
VO S . :




5.

De Ruimte-Tijd-Wereld. )

Dit is een 4-dimensionale ruimte met 3 ruimte-assen en
1 tijd-as. Een klassiek l-dimensionasl gebsuren, b.v, de bewe-
ging van een punt langs een lijn, b.v. de x-as, is relativis-
tisch een 2-dimensionaal gebeuren in het x,# vlak. Het punt be-
schrijf't een wereldliin. Heeft het punt sen gellkmatige snelheid,
den is de wereldlijn van dat punt recht. Fen lijn, die meiYal
zijn punten gelijke gelijkmatige enelheid bewsegt, geeft eenm vlak
in de Ruimte-tijd-wereld. Twee sldus bewegende lijnen hebben
slechts op een bepaald moment een punt gemeen; twee viskken in
de 4-dimensicnale ruimte snijden elkaar dan ook in é4n punt. In
de 4-dimensionale wereld ken men z2ich nog een 3~-dimensionale
ruimtajhyparvlak,denken, die b.v. verkregen wordt duor aan alle
punten van een vlak dezelfde gelijkmatige sunelheid te geven. Een
bewsgend vlek en een bewegende lin hebben een bewegend punt ge~
meen. Een hyperviak en een vlek in de 4-dimensionale ruimte
snijden elkaar dam ook in een lijn, in dit geval de wereldlijn van
het bovengenoemd snijpunt.

Dpgeve: Bewijs dat een lijn en een vlak in de B-T-wereld in den
regel geen punt gemeen hebben, door de lijn en het vlak op te
vatten als verkregen te zin door de beweging van een punt Tesp.
gen lijn in de 3-dimensionale ruimte. Bewljs evenszoo, dat een 1lijn
en een hypervliak in de B-T-wereld slechts één punt gemeen hebben

Men kan zich zoo’n 4-dimeusionale rTuimte evenmin voorstel-
len als een n-dimensionale ruimte. Um het steeds terugwerken op
de 3-dimensionale ruimte te voorkomen wordt, uitgasnde van dse
volgende tabel een nieuwe meetkunde ontwikkeld.

:’?3‘% ek M?m’iw&,
tAw bairon frcisen P
viak bruriaim P H
o potock : L .

ierin beteekenen p, 1 en vl respectievelijk: punt, lijn eu

/ viak gemeen.
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Men kan dus een contravarianten*qgctor meetkundig voorstelilen
door een puntenpasar met een zin, &ig aangeeft welk punt het eer-
ste en welk het tweede is. Die zin ﬁag b.v. sangegeven worden
door een pijl, men krijgt als méetkuhdigé\voorstalling den een pijl,
die begint in het eerste en eindigt in gét tweede punt. In de
keuge van één der punten is men volkomen Q}ﬁg het puntenpaar is
slechte bepaald op evenwijdige verplaatsing nes. De kentallen van
den veotor zijn de coordinatenverschillen van de\projecties van
begin- en eindpunt op de codrdinatenassen, positi \%gerekend
wenneer de meegeprojecteerde pljl in de positieve asfiﬁpting wijst .
Zoolang men alleen transformaties beschouwt, wagrhij de
ooYsprong van het caérﬁigateniaﬁ;sel vast is, kan men eeﬁ“q?ntraw
varianten vector ook door ééﬁ}pﬁﬁt voorstellen; het eerste punt
kan wan dan n.l. in den oorsprong nemen. Alleen in dit geval
transformeert een punt zich als een contrevariante veoteraﬂﬁi¢“

\ QX‘M}.S t e AP ELY : ol o , Dl A

) . ophot SN eon P TEeR :

' eontrav§§§ﬁ%ten vettor /" wordt verstaan de contraveriante veco-
* ; .

i

tor mﬁﬁ,/ e };ar}fsﬁllvl«@;awﬁgg :‘MM_‘.% @-\IWM yred p
Ve ntn fo W&‘ -

ovaritnte vectorm.
De vergelijking ven een hypervlek luidt in zijn normeal-

vorm,

, ) . - «,«‘x‘: L S s . |
(1) MPPRFFFH g vy x k=1,
Digé%fek snijdt 4 4-os in het puent © = - Men%ﬁﬁﬁvﬁ, n due-
K snij . ._#9", L= NN %

. / 4

Lesehovwesn als . wpervlak. Hoe transformee-

ren 0618 keadeades zich EEEEEEe) warnser de oorsprong vastgehou-
! R - » - A - i

den wordt {ﬁk = 0})7 Uit de nieuwe vergeliking y

T S “,K}
{ ;o /N_} (’LK,‘ X = f

en de coude vergelijking (7./) volgt
3

A}( LK
PR

{/ }Af‘ A) M}(: K
gn dus
]
A I
(7.‘/’/\3 f?alk o /‘ik M}(;

of omgékeserd




Artrtatned
Y het stelse] (') bahoor — mant vectoren, WHED Ly 98,

le Kentwllen ¢oh weer pan Letrekken op elk willekeurly anier gval-
se! Zou zijn

wlble dod o
Ki wet W (sz" 4){
€, deYoaatvectoren van s€@%my ( K') hetrokken op (X'

£
At - .
ff‘ el de kentallen van de meatvectoren van { X' ), be-
trokken vp ( K )
'S K L
ﬁ €, de kentellen van de meatvectorsn van ( K ), be-

trokken op ( k')

Overschuiving ven een contravakbianten met een covarianten vector
Laat 2 ¥een contravariente, 7 sen ocoveriante vector gijn
Ondergverschuiving verstasn wij de som

Ll

(ic. /) ?,u‘\ 7, _ M
Deze som is_inveriant bi] coordinsteutrensicrmaties !
}:a/:'U;{S} asz‘ Aﬂi,"" A’\ i )
{70, < k g ?u"/\,::a A A Y

De meetkundige beteekenis van 5
K
(16.4) vy =

is, dat de contravariante vector z*“praeies ast tusschen de twee

hyperviekkeu, die 7, voorstellen. on frvendien, de Kim o &sz mmWM
Een hyperviak bevat oo ' richtingen, die de ( f4,54 )-richting |

van het hypervlak vormen Door de (7 -/)-richting is het hyper- *

vlak bepsald op evenw%&i e verplaatsing na De meetkundige betae%w
g7§§§ dat de richting vaw »" ligt in de (7:-/)-

. A .
kenis ven 7' "1, = 0 i8
-richting van 7

Reciproke vegtoren
Wanneer men » lineair onafhankselijke contraveriente vectors
W'“( A is een docde index) door n pusienpasrea voorstelt en
het beginpunt steeds hetzelfde punt kiest, dan bepalen deze vf
ienm cen 7 ~dimensionasl parsllslotoop. Hetzalfde geldt voor w1
air onafhenkelijke covariante vectoren 10 , als men de beginvisk




Cdoor hatzelfde puat Iaggd Aleet a8n ool 9148 Slelsel” o8u én
‘hetzelfde beginpuut, d8n Kan ®en 2ich afvfegen, Wilneer dude

~ beide stelsels betgelfis parellelntoup bepalen. Uit het woor-

‘gaande volg't dadelijk, ¢at mpet gelden |

v (1) vt v ez wMarae o v <o) een,

i’
{ K X & Q) K

% ~_wat men obk als volgt kan schrijven

L =7 (k =A)
(f’ﬁ) - 5 { (k#)\)

,’s

K : .
d, 1is het symbool van Kromecker. Het stelt a”scalairen
" voor, die de wearde f of ¢ hebben en die men tot een metrix ver-
.eenigen ken: \

~ O

{ 0
0 0
1.3
(11-3) v o
r De indices van het Kroneokersymbooi ziju dood;, men zou dus
159111131: moeten schrijven é‘ Men lsat hier uit historische over-
hegmgen'?f;lema mconsequentla toe.
Twee stelsels van m vectoren, die san (47.2) \rol loen, ncemen mJ-

en opzichte ven elkaar reciproke stelsels De meatvectoren g
. vormen dus twee reciproke stelsels.

1

Overschuift men een contravarianten vector met de n covari-

nte meatvectoren, dan krijgt men n scalairen, 4ie wij aanduiden

K
v

o A K
) 2z v g,
0 K
at de kentallen van <, 7 of ¢ 2ijn, al nes A gelijk of

elijk is ean k, is het duidelijk dat voor het stelsel ( k)

gh" % 4;:,

/niet voor alle coordlnatenstelaels -geédilr 2+ is n. 1



 index K .

12.

een systeem ven s scalairen die elk op alle coordinatenitelsela
hetzelfde kental hebben, nameluqu terwijl de 7 ‘als kentallen

van een vector overgean in % . Da overgang (77.4) van de levende
indices van?* tot de doode indices ven # heet het smeren van den

'Ult (71.5) volgt een voorschrift om de kantaklen van een vector
» " op een bepaald stelsel te vinden; men cverschuift n.l. dezen
vector met den passenden meatvector van dit stelsel. Wil men b.v.
de kentallen op het stelsel (k') weten den vormt men

. 4 K' A |
(/2,'1} v = 42/\ VA

- Dit zijn de gezuchte kentallen als scalairen geaonréven Het 3-
kental is dus als scalar geschreven:

R A
(,9\ . l) ?” = e A v

ij hebben reeds geszien, dat de ma&tvectoren lineair onafhan-
kelijk ziin. Het moet dus mogelijk zijn een vectory “te schrijven als
s‘f\m v;m veelvo*ﬁden der contraveriente maatvectorsn, d.w.z. als

P % , maar 4 scalsiren zijn. Wij zullen bewijzen:

Kk A K
(’7‘-'3) 7 = ,%
w Y
Fhar v is gedefinieerd met behulp ven (77.4)
Bewijs: N bk Ak " -
f/iﬁ}(:e 4/”"&%": qf”(aeﬁf +£/<i+“'+'tftﬁ)‘

/ 2 ) ‘
/3 Lot

. ‘
De beide vergelijkingen (77¢) en (72.3) geven in getellen precies
weer, doch hebben meetkundig geheel verschillende beteekenis.
Ten opzichte ven coordinatentransformaties gedragen sl zich ook
geheel anders; (17.Y) geeft esn gelijkheid van scalairen, terwijl'
(74.3) een gelijkheid van vectoren asangeeft. Op een‘&nﬁe‘r stelsel
{ k') geschreven luiden deze vergelijkingen: :

[

K K
(12.5) 7 = v e,
resp.: , ,
i A &
(12..(7) ; ii’K::: i ﬁ .




13.

Voorbeeld.
Voor m = 3 hebben de drie contravariante maatvectoren de
kentallen ‘
J 8 2
e : £ </ € =90 & =0
Y / ; I
/ 4 & 3
N =0 £ 7 g =0
13.4) ¢ ¢ £ = ¢
9. 3
. @ "< 0 € =0 € = 7.
3 3 J

De kentallen van de bij het assenstelsel ( k' ) behoorende
K
meatvectoren zijn & . Remen wij hiervoor:

f13.2) 2

Brengt men nu b.v. het vlak aan door het eindpunt ven § svenwijdig

san e en\,‘c , dan blijkt, dat dit vlek op het stelsel ( ¥ ) wordt

voorgesteld deor de vergelijking
3

31

(13.3) PR FASE Y
(In de figuur zijn de spijlijnen ven dit vlek met de ewxdimwle&i
ken van { K ) aangegeven 4oor —.—s —o -~ ,‘

“'?‘""‘;‘:Mamlt volgt, dat de keutallen van den mvarmn'mn 18 w&et@
op het &talse}‘; (k) ain (2, -L, - f’} Evenaeo vin/ﬁt mn
‘kentallen ven é Ay e g




‘e: (/)"'fj""./) |

/

Tog) ot (a, -a,-1).
2

L
E
b
:
.
[
i
| =

/

s (-1, A, +1 ).

De oude maatvectoren kan men ook ontbinden volgens de nisuwe
assen (d.w.z. men zoekt e e xt ). Deze kentallen vindt men volgen
{72.7/) dopr deze vectoren met de nieuwe meatvectoren te verschui-
ven. Zoo zijn de nisuwe kentallen van }2 (als scalar geschrsveg)

;
(/?.,2) f*( -2;( dus volgens (74.4): (7, 2, -/v).

Even#ioo vinden wij voor de kentallen van ¢ en ¢ op het stelsel (')
(" f, -4, % )

[~7, =1, #1).

é Affinoren. m'
Pefomotst. Onder/aftinorgf ven de contraveriante valentie b , en

de coveriante va%enﬁie ¢ verstaen wi een grootheid met w?*? xen-
tallen, dise zic ransfcrmeeren -uig-eue- ,)

/\ K .. k
Sk b4 :
() P aAe A A SPT

P ’... l}‘f s a 7 g

(19.3)

Lo e

De som p+g heet de valentie van den affénor.
Een scalar is op te va.tten 8ls sen g&;f‘inar van de valsn-

tie nul, Wctnr ars een affmor van"ﬁa‘[vaien% ?m
COI A s e .
W@—e}y Jaycontravariante valentie@. ﬁ 2

Wanneer een affinur meer den €én index heeft, den ken
men grootheden beschouwen,wearvan enkele indices op het eenegus
de andere op het ander@stelsel betrekking hebben. De zo¢ verkx‘%e ‘
gen kentallen worden imtermediamire kentallen van den affinor ge- .
noemd; b.v. I ) ,

k! K < K - k
{j{‘l,f) ‘ P = A f “:AA -P,\f

L

1) Bij affinoren worden,op zeer weinige uitzonderingen
' Gantravamante nom.t onder elkaar gesehrevenmwa !




15.
Eenheidsaffinox. _ |
Een affinor f van de coveriante valsntis / en de contra-

variante valentxe 7 stelt een homogene linseire transformetie
voor

' K
(15.1) _P A » s wk.
A

Aan elken vector z” wordt een vectorw toegevoagd. Dit verband ia

éénéénduidig, als ﬁ dst, (P¥ ~ Y#o\en er dus een omkeering
bestaat

-1
(15.2) Pl awtea”

(De kernletter van de Omkaering wordt gavormd door bovenplaat-—
sing ven -7, deze index, die eigenlijk een exponent is, ken hier
niet op de gewone plaats knmen, omdat, die al voor gontraveriante
_indices gereaerveerd is). De matrix Z’ _) ken uit de matrix Pk
gevonden wordsn. f"“ is b.v. gelijk aan den minor van f P uit
de determinsnt | Pﬁ\i , gedeeld ddor de waarde van deze, deter—
minant.

: De eenheidsaffinor is die affinor, die elken vector in
zichzelfl trensformesrfé |

(;5'3) A)\ 2)/*: ka.

Bij den eenheidsaffinor wordt pleastesing der indices boven elkasar
toegelaten. Deze affinor heeft de kentallen 7 als k = A anp als
K # A 5. De matrix ven de kentallen ven AK op het stelsel ( & )

ziet er dus als volgt uit

w O

(15.4)

- .

L VI SR
S o~

- - -

- - e

Dit is hﬁ'zelfde matrix die ook bij het Kronecker symboal optmd
Derhalve is

- ’ X K
M@n mﬂg @ghter volstrekt niat snnrman
= 5 “




16.
want links steat een affinor, rachts een stelsel vann “scalsiren.

Weliswaar is ock
iK' x'

(/é, ! ) AA[ f 5}"
. linmks k:unnan we schter cok, overgaan tot de intermedisire ken~

tallen A en /5):5, en ravhts met it de vergelijking

(16.2) A A ,4

volgt dat daze intermadmire kentallen gu:.st gelijk ziln aan de

A uit (45,32 ) en de Ak, wit (6.1 1, zoodat achteral blijkt dat
wij goed deden daar reeds den kernlatter A te gebmiken Ook de
kentallen der 2 maatvectoren g an eva;xzoo die ven é’,\ laten
zich tot een matrix vereenigen, die dezelfde is als die van &‘
Dientengevolge is

K e x % Kk K
(16.3) A, % e, T¢ 5,

maar men mag hier nergens het gewone gelijkteeken zetten, een
affinor kan niet gelijk zijn san een stelssl.van » vectoren, wel
kunnen op een zeker coordinatenstelsel ds f)«é kentallen van een
affinor toevallig gelijk worden aan de % X+ kentallen der vecto-
ren. Uit deze beschouwingen blijkt,dat een metrix zonder meer
nog maar een los schema ven s#* getallen is. Zoo’n matrix krijgt
pas geometrische beteskenis wanneer daarnasast nog extra wordt
gegeven hoe die n* getallen zich transformeeren bij coordinaten-
trensformaties. Daar Ak de espheidsaffinor is, beteekent de ver-
gelijking ; )
K k K
(16.9) v« A, v

dat de vector bij overschuiving met den eenheidsaffinor niet wver-

andert. Deze vergelijking heaé’t _8_§S dszelfde beteekenis als (78.3),

allean wordt hetzelfde feit

SeR--aREer eoérdin&te\n—g




Opgave. 17.
Leat zien, dat de optelling onafhankelijk is van het
coordinatenstelsel.

Vermenigvuldiging. Onder het algemesns product van affinoren
in een bepaslde velgorde verstaan wii een affinor, wearvan de ken-
tallen door vermenigvuldiging worden verkregen en waarvan de indi-

cesvolgorde bepaald wordt door die der te vermenigvuldigen affi-
noren b.v.

-.}(/HT K /00' .
{77-/) IS:,;(,\,..‘C." @/»)\ fSJ Wr' |

Voor dese vermenigvuldiging gelden de gewone regels uit de alge-
bra met uitzondering van de commutatieve wet; zoo is b.v., als
v ;’:wkw

AK : Ak
{17.2) ,f = thk% w o T\ :

os I K K
Opgave: /Bewijs dat eA% :AA

De affinor,fA in {(/7.2) ken als product van twee vectoren ge-
schreven worden. Een willekeurige affinor ven de contraveriente
valentis 2 heeft dezme eigenschap niet. Wel kunnen wij bewijzen,
dat men een dergelﬁk%%ggglggg kan schrijven als een gom ven Pro-
ducten vaen vectoren. Wij gebruiken hiervoor de vergelijking

(17:3) :, T Al (L oprgane )

tengevolge waarvan:

kA kA P k p AV a

5.4 . ee

\ ~ 4 A ;o ) }?/h J
= £ 7 (%7

Het stuk tusschen haakjes stelt een scalar voor, dien wij

sanduiden met R R‘ is het (4 v )-kental vanR** als scelar ge-
schreven. Men heeft dus

, A A K A
[/7 y) R < R b
' anﬁﬁ op dazelfde menisr, dat elke affinor geschreven k&u

,@rden als de som van producten van vectoren.



: 18.
Op blz. )ﬁ hebben wi} gezien, dat een aff).norl’ aan elken
vectors¥ een vector w” toevoegt Eischt men, dat P, den vector » ¥
aan w"'toevoegt dan 181’ hierdoor nog niet bepa&ld Men kan
eischen, dat % lineair onafhankelijke vectomen ¢ {aan o vectoren

-
w [ orden toegevoegd volgens| : g
2
ﬁr*wma“ k
A K
(10 ') f 2t = g
A F O

Wr-srsacd
Dit zimn rgelﬂklggemw onbekends kentallen ven Z’ A
Er is du% aff.mor T Kf\ , die den maatvectoren ¢ K dan stelsel
( k) toeroeng aen de n meatvectoren 2 ven stelsel ( K').
Deze affinor wordt de transformeerende a.fflnor van deze twee
stelsels genoemd.

Opgavse. Laat zien, dat
K Kk ! K o

(19.2) T./\=/f'. S

k k'
en bewijs, dat de intermediaire kentallen vanl A dus de T-,\ ZE 21y
o?%zijn el naar gelang k' en A door twee correspondeerende of

twee niet correspondeerende indices uit de rijen der veste indi-

ces 7 ,--.., ' en 7 ,...., n vervaengen worden.

Overschuiving. De overschuiving 7/"\% van twee vectoren hebben
wij reeds behandeld. Men kan bij affinoren van hoogere valentie

: sommeeren over een of meer paren van indices (waarvaen er steeds
één boven en één onder moet steen) b.v.

- - K )«crf (pk(rf
(”?‘3) .Z)’\/M R = ‘U,a

of

(“?‘L{) P}\ﬂ,k R)‘/&/J: T/"/a

— | : K K
Opgave. Bewijs, dat “Su A enl r affinoren zijn.

Opgave. Bewijs, dat sommeersn over twse gel jkstandige indices
geen afflnor oplevert; b.v. Z K Z’ A




1/9335_@@.. Geldt de vergelijking

Vs .
(19.3) a v, o f-é’qr(m =0 (o sastin SomS ool

n . .
t.0.v. een efemder coordinatenstelsel, dat geldt zijw
Cs v, sF0, dan maet a=1t4 .
' ol
Vouwen. Onder vouwen verstasn wij het sommeeren over een of meer
paren ven ongelijkstandige imdices, b.v,

k.
(19,9) I"A’\ - gt

Een overschuiving ontstaat dus door het proces ven het vouwen
toe te passen op een algemeen product.

Mengen. Het mengen over p gelilkstandige indices heeft volgens
het volgende voorschrift pleats. Neem de som van dep! isomedren,
die ontstaen door permutatie van deze indices en deel door /é /
(dus neem het gemiddelds). Het mengen wordt aangegeven door 2 |
ronde haakjes om de indices,waarover gemengd wordt. B.v,

(95 PMUT_ g (pRT, Pk )

laA(k/W”} (1, Kpo F kc'/»*_f /or/( /akr

[19.6) +
; 'PP,\V!C/O +Z,):a"/:k).
De affinor ' (kne) :
A Kpo : o

a&n affinor, die bij mengmg niet meer verandert. Varwiaa
nee d@r indwaa K /o ¢, dan houdt men denzalman aff“m@m
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20.
Men zogt dan, dat R};K/M‘ symmetrisch is in de indices koo

" Kor _ ppRT R pTE
(,2'-’),?} R,\ - R)\ e RJ\ .

Alterpsersn. Wil men een af{inor alterneeren over p geli}katan—-
dige indmes, dan vormt men uitgeande van degen affinor de ;- pl’
even en de #4/ oneven permutaties. (Een(omeven permutatie worrlt
verkregen door een (on)even aantal verwisselingen van twee indi-
ces). Men neemt nu de som van de even verminderd met de som vean
de onsven permutaties en deslt alles door /: } . Het alterneersn
wordt sapgegeven door twee vierk&n‘te# haken om de in&ices)waar~
over gealterneerd wordt. B.v.

k D o&7 . . ko
(ons BET (g

/&t

k/\d’ L2 N CKAD 7y NEK CHA o kEA Ak
(z@z),f L 6(2’ AV Y A

Ak
..z; ~).

Alterneert men f 'K'\rover twee of meer contreavaeriante indices,
den krijgt men weer denzelfden affinor. Verwisselt men twee con-
travariante indices, dan krijgt men een nieuwen affinor, die ge~
lijk is sen den ouden op het teeken na

(10,9’) j KNG - -,f’ KG'A.

/u M

Is a@n grootheid symmetrisch in de indiges waarover gealternserd
wordt, dan krijgt men o als uitkomst. Igﬁ K= pM, dan ispti_,
Affinoren, die alleen hun teeken veranderen bij verwisseling van
twee indices hesten alterneerend in de betrokken indices.
- inoren, welke gyrmetrisch zin in alle indices, npemt
men tensoren.
Affinoren van de valentie /5 , welke altemeerend zijn in

alle indices, ncemt men k -vectoren. Een temsor heeft dus de

oigenschap

[Xﬁf,) Qj,""A,b‘r%?Aw"/\{h)'

wwz‘ ean p -vee’t;ar geldt.




2i.
Een affinor van de valentie ,é, heeft, n/J keuntallen. TPensorsn van de

valentie 4 hebben vok %’ keutellen, doch deze sijn niet gnafhen-
kelilk Er 2lln slechts

(‘Zy"v ") .M(’}Q :‘-I)_ - - {71-{-,{%.}) ’.[m}

135 -~ p TLe
onafhankelilke kentallen Ook de m"b kentsllen van sen p -vector
Zin nict uvnafhunkelidk . Hier zijn er slechts

(742 R LG R s A (:)

1.2, - = - p

»

ontfhankel ™. Alle kentallen van een ,b-thw' waﬁ?twee gelijke
‘ indiong w voorkomsen ziin nul. Hieruit volgt, dat,als er nog ken-
talleon nallen zUn, dis niet golijk nul ax}n,/a§m moet zln.

1 /f: ~Yectoron bestaan dus alieen voor /ogn.

Een # -veator heeft (¥ ) = / kental. Toch is het geen

: acalar, want 33t keutal verandert hil coordinatentrancformatied
Wil komen hier noyg op hertuy.

143

iriuweer wij ons beperXen Z_;ot transformaties, die den oor-
sprong inveriant laten, dan i8S sew G, w,

)“,,\k#uw-.aW)
(27,3 N ur 2)\'_2:‘&"". _zhﬁ = 7

W‘S
con dnvarionie wtdeunkkies, 4ie een Wen graad b
voorstelt. Zooals men uum&kkeiijk inzlet B7ie Tensor door hed @

wi

%w%—hw aald,l

FRTC - 2 P e e,
B k“{ﬂ. 8 93 ol YIS

lmﬁm “We@ v@ﬂ%f»ng}g en mr“‘



driehosk

. Hu stelt £ !
projectie van dezen drishoek op het 7, £ -vlak en wel g
het 4 -teeken wannesr de meegeprojscteerde van w’nagid_h
dreaipijl correspondeert met denm zin van / naar 2 en
het &nd@ra geval. In ﬂudlmems1oqfle ruimte projecteert mon
een punt P op hetsr ~vliak door esn aan te brengen door dit
punt evenwijdig aan de %E%E§f&ndare asgen. Dit vlak snijdt het /,2.

-vlak in 4én punt, de projectie van P op dit viak. fLw**V““*’“ﬁﬁwwﬁ

Men ken niet elken bivector beschouwen als het product
ven twee vectoren. I1s dit wel het geval den noemy men dan bi-
vector enkelvoudig. ' L T ;

rudnte sllke hiventor

1841t anhier

. Do noodgakaluke en voldosnde

voorwasrde voor hset ankeﬁvaudig zijn ven een bivector %ﬂ—‘L“‘V
=1 [k A\ s V]
[ s

(22.2)

Deze voorwasarde i

(22.3) |
Wu’AM& Lood btnrfim sy crdncdrngfoim dan alltimnatioo 15 @ 2.2) e b2. 3

~4—&#m@%§aﬁea€kan %927%¥§g&&2§£g?t0rl%§5§§¥5§9hla de som van
féﬁgwa@ enkaelvondigse ulvﬂatarﬁgé Deze splitsing is achter op oo

men vesl menieren mogelifk. Edn der wvlakken kan nog behoudens sen
. o . " " YR A )
zekere rostrictis willsksurig gekozen worden. fs_j aen enkel-~
N .
voudige bivector in dat vﬁak dan i2 badoslde restirioctie-

. \ LKA Ry
(ang PR M,

Iz dedreen voldean, den moet
N w A ;A
(22.5) £ qu f.:f»[ s

een nog onbeksnde @nk@lvoudige bivector en
ca&ffieaenﬁ is. Eaaf.f’ enkelvoudig is,moet

O i;.gam) ( 30 ;—.3@
#  £ L ”Uﬁ’ =0

&Zgn, Waamm f’

,,Afv‘; f




23.
dus één wortel heeft. Is deze wortel gevonden, dan m.z’-" door
(22.%) hapaald,@en enkelvoudige bivector bepaalt nwt de vee-
toren »* “en 7k, maar alleen het vlek der vectoren, én een zeker
dearin afgegrensd oppervisk met een draaizin.

Op dezelfde manier kan men uit twee covariante veotoren
een enkelvoudigen covarianten bivector ?”[A vormen. Meetkundig
is dit een buis wet draaizin, dus vgor « = 3

myr den bivector zin 4, en 2/, echter niet bepasld. De bivector
geef't alleen een (m-2)-richting (de richting van de beschrij-
venden), die alle “ff% *s zin (voor s = 3 dus rechie lijnen) een
zekere grootte van dooramde (b.v. vest te leggen door het op-

perviak der doorsnade met een ven de codrdiasten mf:{ ‘8) en een

dresizin om de buis heen (dat wil dus zeggen in een v%g}i, dat de
buis op niet bijzondere wijze snildt)/ De buis looT aer belde
zijden e@ver door, de af'slultingen in de figuur dienen dus alleen
Qu_een pergpsctivi cb be&‘d te‘}’k;rL qn Kbt

ﬁﬁa‘,

Lo\t sloran, ol
‘ mxagr—b‘/ e

7 QIS | -~ o6 yeed Doiaiiaten 397 ot
e URETTT RN ....., St 4..'}‘ 2‘;-— et —_d S aga,
Pe—de dodinensiconalo—ruinesditin eon ’crivec’cqr steeds ont~ /S

staen dody het product van drie vectoren te alternaeren

o KA N R Vs %
L = U o wT, [

N
¢

Pe veetorsn moata lineair onafhankelijk zijn, a%m‘a gg};m&&t oy
éﬁmge‘iﬁ‘/bea pen 65 ector mear éénlkental, n.l. vg my
%%Wma - Fivectoricen stuk yen aan?" voor

.

ﬂﬁ‘”‘l’. ee ey i': DEETe;
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Ziln er twee gelijke vectoren bifffdan is de quadrivectir nul, wat
ook -het geval is, meanees dw@g vactoren lineair {%afhanka@
B T mmr}“* ector heef?’ ehalvs% amgE%%}“{Q@f'&itﬂblachta één
kental, ;m't neetkundig een 4-dimensionelen ighoud jés voor-
gtelt. it kental gedreazt gich gsheol anders als hed—honbal-
W%n scalar Men heeft n 1.
'»‘123,‘7/1 /4{’2’314’ k}\/,«w»’

e A V] =

(24 /,,'?7",é'u"&”\p"z3‘/
:(f! 72 03 &7/ -

\ { ' vy =

= A Po"ZSlf 3 A:5¢Z(A:)

Foothexdy wet $én kental H , dat zich bl een codrdinatentrans-
formatis als volgt transformeert

(2/7 L (2,) - ’i“’é}g} i) [‘"“W“M

7
P

Sealasnt ' o
W nhéﬁb van_het gewicht ’7“? Omdat een dergelijke
ercothieid geen index heeft, zelten wij [bgwan den kern%&k}
of { /') ml1 nasr geleng hot kental t. o.v. het stelsel (&) of e
k') nedonld is J Bl scalaniren is een dergelijke esanwiizing na-

{
tuuraiik niot woodis Uit (24 /. vo if"ﬁ‘ d‘;zsaJ dat het kental van

aen controvariante B it ¥
(11{:'?[11 noid van het gewicht - 7/ dul
W 2. ptelry w7 9

GBS w;sz‘“ e Ten iderthoidsfan net, Jum
Vit Ldam COviatnedls o1 ytuter Vo ‘9 oely o ol chndlbaiol »om Mdu—»v%vf 7, s
%W W?Wcm&mmmw »n .vector leat zich dus ook

opvatian als een dichtheild von het goewlcht + 7/ resp. - 7/ en om-
gekeerd. Het werken met dichtheden is dus eigenlijk een verkotr e
notatiec weardoor men indices kwiit raekt. Een product van &em
dichtlizid van het gewicht % wet oen affinor heet een affinor-
dichtheid van hm gwia}m 4 . Zulk een gromham tmn&famaﬁr

Wk ame i amen mwe

1) 5{“ {gumimhﬁ k) is hmr wﬁ exponent.

] t%;mdm h:mjwn alm& 2en gothis ch@n kaml@twr,
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ziceh dms m:,t s eaa f‘fmar ;al}.aen kot gr
& Ay e
A ; A“ i:

)‘ .

‘”ffflngreu vay de valentie 2

De matrix van den affinor f:'x A 18

Pu P oo - s
{/155. f) lb ,' fb’{i
Par AL

Men zegt dat deze malrix den rang 2 héef‘t wanneer alle determinan-
ten met (4 + f ) ﬂm* meer rijen en k@lummen oul giin, meer niet pile
determinanten ves 4 rijen en kolommen. De reng van de matrix

wordt tevens de rang ven den affinor gencemd. Is de rang 4 , dam

is de affinor
. M?MW
(15 2) ’%\,[k,' -~ -/bw K ?1«1 faoloren wa.

{(hier wordt apart over A .- A en overk .. -k, gealternserd)

gelijlk nul voor § >4 eu 7& 0 voor S =% , want deken-de kental-
len infﬁumﬁt de onderdsterminanten met § rijen en kolomaen.

Uit deze ven hel assenstelsel onafhankelijfke formuleering volgt,
det de rang een van de keuze der voordinoten onafhankelijke eigen-
schap van een affinor uitdrukt. Voor aPfinoren met twes contra-
variante indices of met €én contravarianten en één vovarianten
Index selden precies dezelfde eigenschappen. ¥s de rang z.<§::
daen noemen wij den affiinor gedegenercerd. Is de raug ‘s n, dan
wil dat zezgen:

(25.3) pet. (., ) Mg #2

Covansibmle s
. Eenfaffinor Prp Voegt san elken contravarianten ?&a‘mr e@n C
rilantan vector toe welgena




26.

I'e e 4
\k 1 {? ;"); 7 > - /::o A A ‘«‘u‘/\
Uit (29 4) en (26 1) volgt dat
5 l"( h/ '&"\ hd VJO
(26.2) V= p Prp ?
voor elksn willekeurigen vector @”K, zoodat
k “ kP
PR p— /
(26.3) A N Fpi
w
van tensoren

- W gy

. saims.
s

/}K (Vx orderstellen da% nuka*”;h)
voor el

WMWW
by iféf\/‘\ i%f\x K = 7. dr"'
4 Dbhfjk) po i 5 gy i prgmsasind )

Aan elken veetmr (punt) wordt nu esn covgriente vector toege-
voegd, Aie voorgesteld wordt donr het poo%ﬁfak van genoemd punt.
Het peolwlak van een punt ¥ neeft n.1. de vergelijking

S

ﬁn7Quadrntiec ppervlaﬁﬂ“&

on van lengtepde & sdes

In een ﬁl ken men eon maat invoeren, door in elke richting
ecen willekesurige lengte als eenheid te nemen., Zet men deze leng-
f2n in hun bijbehoorende richting vanmitﬁggﬁhpunﬁ uit, dan vorpen
de axndpun@em ven al dle maatvectoren sem~oppervlisk, het madi?
D

Lamgt@n ve ﬁnstukken ken ve lﬁk@n“
2en van de aanvaudigsta maadtpperviakker

mmh ATperv mg}g ‘Ean 2“’ met een dergelijk mas ppamlak hae

Neeut mﬁ m%} mi@dﬁlpun‘t :m C’
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2 ) 9 b A K | 20 . cand
(Z71) Ik *0ET= G\[\ t 2 % i 41
. o>
De tensor Fier wordt de fundamentasltend r genoemd . Fes—siEemesna—
T - u;’ e bl LS SR L 4B v_ “‘:’/K 4_"‘A - .‘.‘ ‘.—f:‘ T SR WL

De uitdrukking

(27.2) T 7Nk

is een invariant, die aan den vector Al tuvegevoegd. Dege
gcalar kan zoowel positief als negatief ziju.. A R viete +/

Is eon tensor /é)‘ x Segeven, dan kan het asseunstelsgl steeds
Zo0o gelkouzen worden, dat

Foy - , + y - ’
{\’Z"L”g) '/3!4 =If. /“?2.2’?" - T T 'x‘:’hh'ifa
+ y.y:.;j} DCW%MMW-—--.-H'&ﬂ-m
PO tgosmd vran ke 9 . I bd Lasslel :'"
£ M ! . £oton o brosd ole > £
(174)  Pag=o  fovoor kg M bt gyt ke

index van ﬁ)‘xgmm nd wordt, is invarient bl reecle msmswewis
assentrensformpdied 4 .rm.z.,neemt men een ander assenstelsel,
waarvoor (2273) en (27.4) gzeldt, dan id dit asn_tal gelijk ge-
bleven i@ assenstelsels, waarvoor FAx 98n dergelijken vorm

krijgt, nosmen wij nrthcgonele assenstelsels Ds loopende indhoes
op deze stelsels zullen wij aanduiden met ,é) Y ;Jf: d', c--om 'J-}oﬁ.
de vaste me'ﬁ]*\, VRN ’\"_f;.’,).‘- ;w’)-‘}ﬂaai‘t de fundsumentesltensor den

indedNg» ) Borgen, dat

., dan k{mﬂm@ .
Mma»g«uu«-%“"ﬂ%
SYE) I = e T - o= =W/ = = =
LRAS 7R e fmm*“’f f(ﬁﬂ)mm“' == 7
0. w';ﬂ,g | 4
s 3@ nijv?*  behoorende invariant is dan

( X

A Ao -

REE) =0 v - - @M N A
- (B 3L mom ;éfi / 5 A papndacllenson

| de indexn Lelik=es . dan e deﬁm pris :

is do index nu (2% negatief def%@
govallen is” piet ep kan het teekem

t w’att




28.

In de relativiteitstheorie komt eon fundamentanltensar ‘van

de, index 7 ﬁﬁi‘ W—+'

(20 2) -1 y(mm ny At e *

De invariant van een vector kan don dus goowel positief als ne-~
gatief zijn. Voor het goval de invariaent positief is noemt men

de wortel uit dezaginvariant 3 duur ¥, is de inveriant negatief

dan noomt men de wortsl uit. de volstrekte waards , lengte " van
den vector. Egn vector, die een lengte heeft, heeft due geen

duur en umgek erd

Dok zijn er vectoren, wearvoor 7&\?* »*< 0. Deze vectoren siin gele-
gen op den aulkegsel:

[ Ze.3) Gk X~ Xz 0. .
of op s rbcpmect vishst J-x‘w",w‘a”’w‘ﬁ‘«: +xee =0
Voor het geval (28.2) heeft een veotor binnen den nulkegel een
duur, een vector damarbuiten een lengte. -« ,’~ Aot toboomlhastost——an




De fundamentasltensor doet een ééndénduidig varband ont-
stean tusschen eo~ en contravariante vec‘coran

- L_,}v
(29.2) Jra = 1
A, wlk‘,\ e

De covariente vector o~ , 18 bepesld door het poolvlak van het
punt 7X t.¢.v. het tweede graadsoppervlak

/s }\’ )"
(29.3) Tin %0 =7

Twee vectoren o~ en #,, die verbonden ziju door (29. 2), stellen
dus eigenlilk cp verschillende wijze hetzelfde geomatrische object
voor. Wil identificeeren ze dan ook en)swiien ze denzelfden kerp-
letterYgeven 'y o 4,.5(4(.“&3 Am) .

PRI b - K
(R9.4) = f}q,a U

I'eze bewerking noemsn wij het op- en neerbalen ven indices. Uok !
bij aﬁ“inmrﬂn kan man indices omhoog en omlaag halen. Doen wij

dit voor ﬂ LA 5 (ﬁam krijgem wij Tka wlj zullen den ook voortas,

;}M mpma%;xa van/zg /4% aehrijven VMZWW"'M“""\"‘M >
i Uit de orthogonaliteiisdefinitie volgt, dat een vector ,MJK
loodrecht stmat op een veetor %, als hij in de (# - 7)-riche
ting van 2% 1ligt. Wy tbar 1ot 2e5eb,

el

“

e A

29.5) g.. v v" 20

I’? My ;’&

Wi" aom W meWJ




van ;; 11gt  De vectaren, waaTVOOD

T4 { GE ar T -
SEP S V ‘;%A” A )

LStaan loodrecht op zichzell het ziin dus die vectoren, die op den
nurkegel ligren De bibehoorende countraveriante vectoren reken

gan cen nuikegel en wel raekt ' lungs den streal die bevat.

Critogonels assenstelsels.
W hebben esn assenstelsel orthogonaal genoemd wanneer de

fundementasl tenaor op dit stelsel de volgende kentallen heeft
32.2 7, =0 L
( ) ./fg, %#:b 4 ﬁb'd:'

OCpgave  Dewijs dut (32 2 ) noodzekelifk en‘voldbaa&e is opdat de
maatvectoren van het stelisel onderling orthogonaal zullen

zjn en de lengte of duur ven deze vectoren [/ gal zim.

In de relativiteitstheorie hebben wij

32'~3 Sk b o e d ;
( > ﬁ\ H j‘:‘“ b4 jﬁ) 7 ﬁ'ﬁs*.f Age‘; =0 {::{#b’)
waaruit velgt

W ™ Li

(32—‘/) ?"'&;;u:! JQ‘Q;;-f ? e f 7-—'1‘-1 ? =0 (ﬂ_{:y]

De m&ﬂtvenfnren é . g en g hebbeu de 1angte 4 terwiyl de duur

van o gelz;}k{ is it (32.32) en (3.2 :/) vd}gt

(515) ey ten; Pen i vie-m
) =4 ¢ :;"'2’:.) = -, 0 - g -
0
. A Ay Ao w L Ay A 0w £ %
(_,32“5) L o= ou = oy L ...~£»£- L :.-:,..(,4‘, & ::.-&A
“ 7 ¢ 7o 7 %
an dug ook )
Lk # K A k by K :
o — K' e 'K. -~ .k“ o Y ‘ﬁf
(32.1) L= 5 bmalt b=oth; Lo,

De ultdrultking
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kgmtvaw@maem metﬁh@@‘acﬁlaira product van tweg vectoren in de




pewone ruimte Uit de 3-dimensionale ruimte kennen wii ook nog het
veltorische product van twee vectoren dat gelf woer een vaotor is
[it konnen wij in de 4-dimensinonale ruimte nist In de 3-dimensio-

nata tainte onteteat het vectorische product op de velgende wijze

Jit o den biveotor

{ R i 1} a[/ﬁ PiF -
i Mo R

In 7, bestaat n 1. een trivector

~

L §4 o
A < = oo - ‘ = 4/
) KA UZ.K \/‘J ) "7.:.13 + 3

. ‘ kA
cle meetkundig een volume met achroefzin voorstelt. Uitzjyv&kan
&)4':\
men nu met behulp v&nt, " pen vector vormen:
SN k JIN 5
170%) RIS A - B 4
( . = - L M L/“'A,P?

wug voor eem nrthogonasl stelsel
99 4y A o4 v 3 4 n
(jfﬁ/) {a = e (2‘- i‘,r ,3—« ,ztr ) «L3 y f}l» e __?ri.‘”,

in ﬁh{gaat dit nataarliifk niet, wel zou men uit het altsrneerende

¢
pinduct van drie veetoren met behulp van , 8en vector kunnen

KAp
vormen.

In de gowone vectoranalyse kent men geen co~ en contravari-
ante kentallen on ook geen kentallen met twee {undices voor bivee-
toregn Om dus van ae'gewnne vectoranalyse op Ricci-rekening over
te gaan moet men een vertaalschema hebben We geven dit hier voor

onze gewons P? masy met v, “'%r Yua = =7 zooals voor de relati-
viteirletheorie noodig is Dan noemen we ter onderscheiding de

kengtallen ven een vector uit de vectoranalyse 2,8y s T
s

A

Deze vector ken in de Ricci-rekening zoowel als vector al& als

bivector optredea. Het vertaalSﬂhama juidt .

4 2 = At a0t , "
LS RIS ol SR ey it



Yoor het sca:aire preduct komt dus *°

f./ - d"‘zw*&*’t{z"‘l{g{g“{l{gx f)":aﬁl;p :ax‘f
Aoki fsfalld ot u®é
en vocr het veotorische prodiact ’
P and PN LAV P
»{.\(:g;} g’& m&zj;; r?f,@ ?...an} g‘?c glhw‘g
g

"’,.( Cua ’?ﬁ’ " %35:
' ‘47"3"4% i‘f’ c, aa"J
-‘f”‘t ’C*xu”l,; 01:#”3
w, R@}‘ :ﬂmdx

Lorentztrenstomativs
Es zin meerderw ageengteleels, wearvonr ( 72 3) geldt.
Hen kan na die coordinsteantransformatiss beschouwen, die de eigen-
schap hebben, dut voor hwt aieume stelesl ook (32 5) geldt
Voor beide stelselo ven meatvectoren moet den gelden

¥ KA w2 b &a R A koA AN &y KA
A A R S AR TS AT A e A
24 wu |
#; “ P 4 ¥
(4 1) b F Pm zn Aatcmboinn

de transronmhtie, die de mesteestoren vaq het sene fesensteloel
in die van het anders overvoert, dam volgt uwit ( 34.7)

L d

)
LAY f,ﬂ f,w. yﬁvm gﬂ

X
d wz de trengtormatie P .a 188t den fundamentasltensor en gdus

het muatopperviek invariant. Invariant blijven due ook alle lsmg-

ten en hoeken. Zulke trandiormaties heeten dresiingen en epi oge-

lingen en in hﬂ: speciale meval van de R met rundamentaal. tmmr

R

l)wwi—j ia;m hier de :tm&mf ng y % de mﬁan 1 ,% ;3 doors
er 4¢ indices

iogpen tem einde lat , Pv te kannen reser-
veeren voor de wearden 1,%,% 4.



35
met index [ Lorentziranerormaties In het bijzonder beachouwen

we nlleen die Lorentztransformaties, die de twee binnengedeelten
van den nulkegel, die flleen in den top samenhangen niet veriia»»
selen { physisch- verledsn en toekowst niet verwisselen). Wi ge-
ven hier twee voorbeelden van Lorventztransformaties. Ten gerste

a¢ trensformatie van msatvectoren h |

. . N v
| {,;'..‘Wyﬂ ;’,“"'7 :‘.z? t,i-: ¥
‘ %,w»f&wy*& Cod § v meb dinpti cov
(354) - "
v
i
met de bijbehcorends cedrdisetontrassformatie LY
! Ao, : . >
X'z xtoly rydny 2'i by'y s(Rewptysnglotopti ¢iny )
: : fﬁm prycorg)mom: s im y !
/352 glremdrprgrmny Hox din ey |
7 L= & s...a:l 4-,5 a»th .'
' * o i
ctac,ﬁ %Y &*bbwﬁ,‘@*f‘,

die¢ een gmm dmtlw voorstels ia het 4, -vlsk weardy de ! -as
en de ¥ -as in rust bifjren. Ten 4o Wtu
x wayb&mu‘y &\uzapdfwﬁiy

).‘gk .

A
(359 7%
£* 4 I S .
g4 éfalye-swy IR R s Adatii ¢

waartij met de bﬁbahnormda cosrdinatentransformatie

= M@ atM;o

2= 'x-
' rt- ~% me.«*f? é“’f*‘My
“““““ x | é voor x' (.#"“ x? ﬁ"‘%
1) We awmgjven hiﬁr o, m 5’ amﬁl ﬂikv'dla gebruikﬂ*ik is.

):‘,y e ’FW
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die ©8n LOrentZiruanalomatie im het | 4 -rink voorstelt, wasruy

H

de 2 -ns en de * a8 im rust btlijven

i S o R R WS 5

‘n de figuur, dae dese trangformatie vooratelt, slje de hypertolen
AR 11 de meetkundige plaatsen dev piteinden der vectoren
in het 1, 4 ~viak met lengte 7 mm duur ! . De ajcuwe meat-
vactoren helbun dus ook weer de ceabeid van lengte resp duur,

gl zin boveadien aok weer onderlimg loodreoht (4. w. g8 &) heblea
roegevoegde richtingen t o v de hyperbolen) Het oppervisk vau
het gearceerde ceel van de figeur ie /¢ 1lnen
zijn de doorgaeden van het ', - -viak @t den aulkegel Ken

Lorentztrans’ormerie an hot ecenvoudige soore ala s (<7 74 )

beet eon Apuciale Lorestriransformatie

Hesthandige vanretoiling dor grootheden % iaveering van een magt.
Nemen wij eerst amn, 4at glechts eén volume-egnherd gegeven
18, ¥n nop peen tundamenteanltensad, roodat men al inhouden kag
neten maur peen Jengten Dan kan men door inpugsen van de voluge-
eenholid den covarinnten vectsar en den covarianten Liventar voor

7 w3 voarstelien door de figuren

v . venldp

contr. vector eonty, bilvector. w
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Men vindt someé in boeken de namen:

1
11

Il
Ly

polaire vector
axiale bivector

polaire bivector

axinle vector

Wordt we nog eem achroefiin ingevoerd, den kaa men [ met IV ideun-

tificegreén en 1§ met 1II Wordt iuhleats van een schroefzin een
fundameutasitenser ingevoerd, dan kan men I met III en 1I met IV
identificeeren il invoeriug scowel vaa een echroefsin els van
een fundementealtensor lsten sich slle 4 de grootheden wet elkaar
identificeeren en laten Bich due alle vecrtoren ea alle divectoren
veorstellen door een pifi

In vier nfmetinges inteéresseert ons gpeciasl het geval, det
er sen fundamontealtensor jugevoerd is e dus vanrell ook eem vo-
lume-ecnheid. Lo eenvoudigete meothundige voorstellingen zliju den:

contra- v onkalv . pontra- /}'
gn covayr. Vi onnt e én covar oy
gw"‘l % i “}wd'
vector: yd o0 oowar. trivector:
e L
biveotar: ¥ e

Bl den trivegtor geuft de kromme Iijn sen, det een schreefziu gege-
ven is in eenig hyperviek, dat de richting veu deam triveotor uniet -
bevat en dus in jeder soodanig hyperviek Wordt ook usg een 4~di-
mensiocnale schroefsin ingevoerd, den ken men A on C jdentificeeren,
zoodat alleen A en B ale eenvoudigste meetkundige voorastellingen
blijven. Vectorewm en bivectoren leten zich iu vier afmetiugen

nooit identif'iceeren.

de etelling: Het is greeds op teu minste dén wijze mogelilk sen
arthogonasl a*a‘mal te vinden wasrvonr de kentallen 1’;& g s iad

=0 {:éww)

schap mhb«an »a




« ] i
stelt eon twoed hyperopperviak voor. Mem moet we cs apfe "y
kiezen, dat bet toogevoegle middellijnen sifn, seowel * ~ v 21+ .
rervink ale ¢ o v. tweedegreadsopperviak

’3(‘ ”U\ th IK&) E R R

van 4o tLensor

De richtingen esn dede sssen uwoent men 4o hooldessen
K

be_hoofdessengtelli t aiet veor niet-definieten
fundamentas) tengor

Hootalladenstel) 11@, Jan een biyectow
Voor definicten fundamgntiznlitensor geldt de atelling:

liet is steeds op Len minste édu wijse mogellk de

tladen van een bivestor (vaor m = 4 tes hoogete twee) zoo te

kiezen dat z¢ ocuderiing londrecht sim.

De_hoafgdiadengte]lis i

men'aull.ensos

Infiniresimmie Lorentstrangfons
® «
De lineaive trassformetie f.w;‘ hest {afinitesigssl wanweer £

o
siechts infiajtesinmeal verschilt ves AA g

~definieten funde-

K ® k
(34 2) P.AnA,‘MFA , & Xiein

K
f”\ is oen Lorentztrunsformatie, lndien ’“ invariant ie

Kk JS A
(363) (Ao riE, ) (Apetly) 9% g**.
Dagruit volgt Als n. @ V. voOorwaarde

o KA oy RK

By iedere infinitesimeke Lorentzirvansformstie behoort dus sem bi-
sector Laat sich dege bivector in twee onderling loodrechte bladen
ontbinden, dan laat d¢ Lorentztransformatie elk vau de vlakken

dezer biaden inveriant. Dit is schter miet altijd het geval omdiat




de fundamentealtensor niet definiet is

Eintipe Lorentztransformaties
Wy bewijzen de stelling
ledere reeele Loremtztransformatie die de beide deelen vwan
den nulkegel niet verwissel: en cea 4-dimeunsiouslen schroefzin
niet verandert (d.w z. determiunsnt + / heeft), kan worden verkrs-
gen door een aperisle Lorentztransformatie (vlz. f¢ ) gevolgd door
avn gewone draailing in drie afmetingen, dij welke @rasiing de rich-
tingz loodrecht op die drie afmetingew iunvariant blyft.
Bewije - '
~ Neem binnen dem mulkegel een 4-a3 asn en last deze door
de Loremtutrausformatie overgaen in de 88 4 = Tenmgevolge van
de onderstelling ligt dese as ook bimmeu den nulkegel en wel
in hetzelfde gedeelie Dreng door d¢ 4-as en 4 -as eemn vlak
¢n anijdt de* met de ruimte .. op 4 Kies de * -as in deme
snljliin. Oefen dan eerst in het 4,7 -vlak een apéciale Lorentz-
transformatie wit, die de 4-as avervoert in de 4 -as en die
de 7 ~a2 Lreagt in een as, die wif- " noemen. In de ruimte .. ap
i6 4 -me ligeen nu de aceen | , 2 en 3, maar ook de nisuwe
asgen © , 2° en * . Weat deze sijn slle.. op de 4 -as. Er is
dus in deze ruimte slechts ecn drssiing of dresiing met spie-
goiing noodig om de essen f", 2 , 3 over te voeren in [ , 27,
1’ Dit mpet echter een zuivere drasasiing sijn omdst de Lorentz-
transformatie volgens onderstelling den schroefzin invariaa®

laat.

Invariante cifferentiatie vem veldeun.

Aangezien

13
¢ a o— ?xk ‘8 — A ?
(39,;)‘ 52K T 3K 3 ‘k‘ k' Pxk
trens formeert zich de operator «g?"‘k als een govariante vegtor.

; ?
WYy sehryjven kort 9, veor Sk .



KA
{z dus P - een affinor, dan is ook

. kA
(#0.1) ?, P o

sién afiinor.

16 p een sealarveld, dan heet

</7!(2) 'R}’_y u/“f)

éo gradieut vem b . De hypervlakken van@tf;,,hobbau overal de

(% - {)~richting van de hyperraakvliakken saun &e hyperopperviek-
ken /b = &, de seguiscelaire hyperoppervlakken vau het veld.
Teskeut men ju L den covariauten vector
9./ dan is de mestkundige bdeteekenis
ven het tweede hypervlek van B)“ p de
volgende Beschrilft men van P uit een
kromme, dan ondergaat b in P een zekere
specifieke verandering. Indien het
veld langs de raskiie P@ voortging op
deze wijze te verandsren (wat het iw het algemeen niet doet!),

dan zouw de toename ven het veld over den weg van 2 uvear ¢

juist 7 bvedragen.
Is %, een vectarveld, dan heet de bivector

((/0. 3) 3[';, ?"Pa

da rotatie van LA ie de rotatie mul, dan bestsat er steeds ten-

mingte &én scelarveld /b , Boodat
(40.4) CENCN L
Deze stelling kan worden uitgebreid. Is ¢ A een b -vectorveld
H
en ig
6.5 C P W AL =0
(vo5) Bt =
ian bhestaat er steeds temminste één ( p-7)-vectorveld 7

.2 """AP SRR
soodat

et




“d

[a dus in het b!jmondorﬂk een bivector, an ie

(1/7',/) ?‘ [9 =0
dan Lestuat er steeds een vectorveld /@A , Zoodet
. Y
1z 7" een veotorveld, dan noemt men
¢ Mo
(4.9)  Qvlaypiro. iy v

de divergentie van het veld sz.,
Tot ou ie er blj de differentiatie nog geen sprake gewaaat
ven iavoeriung van een trundamentasltensor Voeren we nu Zrp in

dan zijun de keutallea vas ,” constanten, dus

(41.4) O fax =0

gn daaruit volgt:

Is

liet op en neerhelen van indices en de differentia-

tie zin twee processen wier velgorde men mag omkeerem,

dua’b‘t,
(41.5) 2, v = g™ 0.

In R‘/ is in orthogonale kentallen

v o
O AP PR +O, 1+ 0¥
(41.6) 7 o
) ""3 - 'an{- 8% +~"ub:'\

Het vertaslschems voor R3 i8 (vergellk bls. 34)

e me mes S we W e e

1) De comstante 2 is hier alleen ingevoerd om san te sluiten
&an de notaties der relativiteitathsorie.



Eenvoucige Relntivita: “ilgorie

e vergoligingen van Yaxwe l-

otrentd in vacuam
Uitgargspunt ziju de vectoranalytische vergelijkingen van Maxwell-
Torentz 1o vacuum, '

r 17xE st B
y1.1) L . p.B =0
. P Y

l Va? ="{°
die imvariant ziju blj drie dimensionale ’‘rasiingen.De bedveling is
deze vergelijkingen 4-dimensinneal in de Ricci-notatie te schrijven
Schrijven wij de vergelﬁking ¢ 92 1 ) uit,dan krijgen wij

. i - ’) ?‘} * _‘ x = N R bs,,gl. X ‘gt AL
y ) . ‘ h
NS, AN 5:: -dy y =0y R0 \
A
7 + Y {

"\ e -?1. ‘B*i "/?’} B\j woe ; 97(.
L{ ,B } sq{'—"

L 4
aqanrin 3,,?]’?1 = ormponentern alertrische valdsterkie

B B B, = R masnetische veldeterkie
B j ¥ -
uL,;aj,ux = " snelheid bewegende lading
p = electrische ladingsdichtheid
t
€ = 31”1’1”::85"51?“}.?%@1@
5 :
Uy s ’DL'»agw, = '?‘_;L éi Py
9 i
Y ¢ 3t

faan we van de gewone vechtoranalyse over tot Ricci-re-
keniag sn drie atmetingen met negatiel definieten fundamentalilen-
suT

,ian ig het wvertaalscheme van olz 39 te ge%vuikem verg. ook
iy, 3 HE

TR 4 = 6 =-=0 = o = @, m -4 = o-,
IR

o~

woaricor de vergelijkingen wvergasn in

T <08 4%, €+ 0y By=0 > "‘1&(,
{‘91‘?) ‘ -—-’3& ’Bu "fax'ﬁll. '"‘95 —Bs,'h e O

at -hd ‘
1"3»‘2?“’31‘5 + 2, B -«'*‘S“ ;Mr,f.

i
e
-

4 sl w‘-.‘ lz%
ﬁ:) E ¥ 1}‘{.’.& ‘"(2%

of :f”wif‘u}”’af"t»‘%fﬁn :mm lwmmae mé&ww



T =P

%T blijven wi, dus hier nog sls vertur schrijven, B achrijven we
nonarectegen ag bivector
De iuvdices

(y&z)

dus niet ¥
We schrijven voor ?F ;voorloopig alleen formeel:

P pe 4 T
(5:3.5) 3?=—23+‘F =-.T a-?y’!“"h&r;

waar loor de vergelijkingen overgaan in

L ,5 .k ,f ;m doorlocpen de waardeni , L , 3 , %
Ps‘}:'l-:s:t’u' i L o 1:4,:3 en

g ‘A"t?ﬁ 72 Ty *?’viq =°
l43.9) - . . % Dapp=e
‘, ’B,'Fr .}.’a"ﬂr -.-.-..g-u.f
z 1y
l ’B%F :—(3

Schrijven we avenesns alleen wnng forweel:

L qu
Bye Ty aTn VL

(43.5)
Y
Sra—.{:'r:gu-r', S “S‘!ﬂr ;

darn krijgen we tenslotte

Deze vergelijkingen zijn echter invariant bij Lorentztransformaties 
indien §1: zich transformeert als bivector en s' als vector
van de Ruimte-tijd-wereld. s
Daaruit volgt:
" De natuurwetten neergelegd in de vergelijkingen van
Maxwell-Lorentz zijn iavariant bij Lorenta-transformaties
veu x , w » L s et  on dearmede mepaard gaende zoodanige




. M"
Trensfurmeiies ven de kentart e rws weiden Lo, ﬁs? ,
8a ¢ , 48' e& rombinatisg vau &asp kentation %@.WW ¥
en g* zich traysformeeren als de kentsllen van een Uiveo- .
tor resp. veoter der rulmte- tﬁdwerel@ :
Leten wﬁ'alleen transformatles toe,die den tijd snverian® laten
(drie dimensionale draaiingen) dan zijn de beide vergelijkingen—
stelsels { 41.1 ) em ( y43.6 ) volkomen aequivalent. ( qi, is -
‘dan een ruimte vector) Bij Lorentz transformaties echter zﬁn de
vergel.( 4%t ) mniet invariant. qi‘ nomt et electromag-
netische veld.Splitsing in een electrisch en een magnetisch ge-
deelte heeft alleen relatieve beteekenis.
De vergelijkingen kunnen op grond van hun invarianten
vorm nok in willekauriga schfe koordinaten geschreven worden:

z 3 h
r of”

Lorentztransformatises.

{44.1)

- ledere Lorentztransformatie kan verkreger worden door een spe-
ciale Lorentztransformatie in het x,t - rlak gevolgd door
een gewone drasiing in de ruimte loodrecht op de nieuwe 1-as
(b1z.36).Dese luatste is niet belengrijk,sangezien de invariantie
der vergelijkingen bij gewone dreaiingen in de ruimte evident. is.
We beschouwen dus nu eens alleen de specials Lor entztrensforma—
tie van biz.33: '

- . x’: I,crﬁl‘/‘.at/‘«l\'/
fy3.2) '7"3 ¥
y R }

ct :A’.é‘“l‘f? +¢t/ﬂ"(?
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De kinematische beteekenis van deze transformatie is,dat sen

punt in rust t o van het stelsei = ¢ i ow f% a}g é?"a )

ag wereldliju et TOLgT en dus in den tijd é Lern afstani

%g%ﬁ% Joorloopt L6 snelhelid van het stelse)l 2’4 L3 P~
h]

cote van net stslscl t 18 dus

(S
4

2

- - Pt
({;5./) Vel =& Ty
Men kan dit zoowel uit de fig.als uit { 44.2 ) afleiden
1
Het verband tusschen ' ¢ en x ¢ kan men nmu in »  inplaat
. i < & - ‘ . "
van in & uitdrukken Vit ( 44 : ; volgt met behulp van

S S S g ‘fa_

< % w‘_.‘a"‘ . W """“‘"“""’"" > 4 :
{ySLA/ sind, {K e “fﬁtf V}» J ém;S(gemakshalve;

y:«s

De Lorentztransformatie ( yu4. % ) leat zich nu als volgt schrij-

VaEn

PN R ¢ i =Y -:L“ Vt
/ Vispt tfﬁ’/a VisEe
Ll/ 5, 5,) ' 1 e~
Viepr Vit Vi-pt"

Bes eh sumern. we eem punt dat zich vam 0 uit met een snelheid
Ue oy 0,0 ten opzichte van = ¢  tewesgt.Dit pnt beschrijf:




in het x,t-vlek dus ‘een 1ijn met de vergalmi‘ng : z{wi»»
lijn van het punt).Ten tijde t=F 1is dit mmt m é@ wereldf
in het punt P met de koordinaten 3,1 COmBY ‘ 1e
volgens de transformetieformmle ( 453 ) in hat a‘kelael z"* dﬁ
koordinaten

| 5.. A .- B u |
(‘1‘-‘) F_——E e = V—-—-r,_p > ﬁ“ 7 r o=

Volgens het oordeel van den bewegelﬁke‘rwaammr heaf“t; dm h%
bewegelijke punt een snelheid

7 ’ { -—ﬁ u—l’ - »

[1/41) U = U = ¢ 'E':""""a e % = = = ;;'
- & Wy q 4
ﬂl*l '-e‘.’,‘ "c I--.Ei-.

(Dit is de relativistische samenstelling van énelheden;voor gaee
geat de formule over in de forrmle der gewone kinematicae:u'su-v )
Nu moet s*‘ zich als een vector tra.nsforeraﬁ (bls. 44 ).Onder-
stellen we dat de snelheid de richting van de x-as heeft,dus

5= fu‘. P : oy = r ,dan moet de transf'omatie dus

Juiden

Voo 4 ¢!
i) K gmEY gl

4 ’ Pop, el
bes) = it (TP

Subsitueert men de waarde van ?' uit ( M.q ) in (fé.s )
dan volgt

[46.5) i Bl

geheel in overeenstemming met (yé.1 ). Uit (4é.y ) vé@t,dat de
waarde van (a’ ten opzichte ven een assensteldel,dat met de la-
ding meebeweegt,is ( u=v ):

I/‘ ¢ F = s' Vi -t
Deze invariante heet de electriache rustdichtheid;het is de
electrische dichtheid vo& den meebewegenden wasrnemer.Deelt men
&% acor P ,dan moet er een vector voor den dag komen,die
op invariente wijze de smelbeid van het stelsel ' t’ vastlegt .




i s

N (Q
on wiens kentaller alleseu var de cnelheid en dus niet meer v
de leding afhengeu Deze vector ‘ ‘

1] "“'—"'T
A
s cl

(47.4) ?t - IWVWM“&W-

f =3 ‘
waarvoor geldt ¢, ;? ‘=1 ,en die dus den duur 1 heeft (blz.28),
heet de eenheidsvector van de snelheid (Vierervektor der Geschwin-
Algkeit) Zijn eindpunt ligt in @ op een (duwur-) afstand £ van (7.

K] heat de vierdimensionale stroomvector (Viererstrom).

Steafverkorting en klokvertraging.

et e t’

0" X

.BJ
Onderstellen we,dat de staaf OA van de lengte £ in rust is ten
opzichte van x,¢ ,dan snijit de wreldband van dezen staaf van de
x as een stuk (B af,dat kleiner is dan het stuk (07 dat

voor dea bewekgelijken wearnemer de lengte 1 heeft.De staaf schijnt
dus verkort in reden van (zie de fig. op blz yf§ )

: '’ ———F I
/ 7 2) ._().._LB = = @J’:‘.ff’, = Vi-pt it
[47.2 == =
OAF  wd 73

, .
Omgekeerd vormt de steaaf OA van de lengte 1 ten opzichte van
den bewegelijken waarnemer een wereldband,die uit de z-as cen
stuk OB’ snijdat € 04 De verhouding is (zie de fig. op blz. 45 )
/ . \ sind

Beide staven vertoonen dus voor den anderen wearnemer Dezelfde
verkorting

2 s/

/ -

i

L
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/ ‘,,,/""'/” /
‘q" M,m"‘” ) ./
ﬁ p
I Y 3
BT B
&
ot x
Ve .-r’//
as
o x

In het stelsel 2, ¢ steille men langs de x- as een rij klokken op,
die alle den tijd ¢ eanwijzen.Ten tijde dat deze klokken den tijd

é eanwijzen bevinden zij zirh alle op de 1ijn et=i . In het bewe-
golijke steizel /¢’ due’ men Frecies hetzelfde langes de xl.as,
die Kookken wijzen dan alle é aan wanneer zij op de i cé;1g6~
kemeno 2ijn . De wearnemer in a,?f bescobrijft le £-as als wereldlijn.
Ten tjde feo wvult er in (7 een af -klok ssmen met een x4 -klok
en beide wijzen dan nul aan Ten *tijie fs:é is de 2 é-xicx in B
gekowen en valt daar samen uet een andere 4 ¢-klok,die juist é
aanwijst De 2'¢’ klok wijst echter slechts éﬁqw VT;ET aan en
schijnat dus in de verhouding M;EE: i veriangzaand .Urzekeerd zal

de x,¢ klok,die tem tijde t =6 in (J was,ten tijde ésc-’gf' in B’
gekowen zijn en daar sameavallen met een van de x'¢’. klokken die
dan juist 5! aanwijst .Ook de 2 ¢-klok schijnt dus voor den ande-
ren waarnemer vertreagd in de verhouding Vf§? 2 1 De klok-
renliguur is het spiegelbesld van de meetstavenfiguur ten opzich-
te ven te 1ijn xs et

Rustdichtheid

' De neetstaafverkorting verklaasrt nu cok de merkwasrdi-
ge transforpatie van de dichtheid P I8 ce meetstanl electriech
geladen dan mset de mesbewegende wasarnemer een lengte £ en een
dichtheia ﬁ . .De wasrnemer echter,die zich met een suelheid v
ten opzichte van de staal in de lengterichting van den staafl be-
weegh,meet volgens ( 46.5 ) een dichtheid P= ==  en een

te /i-A% .Dat wil zeggen dat de totale lading veoor beide
lengte |/s-4 Dat wil zegg . ‘ " ng
wasrnemers dezelfde sn dus een invarianls is.

Relativiteitspostulaat.
“ Het meetstaven- en klokkenexperiment onderstelt dat de

inverigtis bij Lorentztransformaties,die bij de vergelijkingen war

Sl e




LIRS eerd 1g,ma pok &uiﬁt voor ails &ad&v&
plovgvern ©otrnonder duz voor de mechanische %Zhﬁ
peonetow ae Dat de vergelijkl ogen van Maxwel- |
Lorsnts '3?vvm*"?*ﬁuﬁfwxm&**ﬁ L8 geen postulaat
wees ssnvent iz gen it Het sdguwe postulaat eischt, dat. ook mé
Perias. e neetstaven en b lokken aan de-zel fde iuwariﬁﬁi& onderw
pen =sin, net dus met neme cen bewszeude Kiovk nist de T nesr de
{oorsprunkelijk ais beteckenisLuoze mlpvariabele beschouwds) t‘

aenwijst . Dit is jets prircipieel ui

quws

Helativistische mechoanica van veld

8i ladingen.

Bl gelargheid van he® reiativiteit

Kingen der kliassieke mech

relijking van die mechenlco

{ }Q’;-..—; Az wf;/"“fv

Lorent

1/‘]-/,’ i 2’;:

o1 &
X

is zeker z
riant bij een aniere groep (de Gali
uit alle cvergangen tot koordinate

worden door rotaties en trapslatie

wiet ianveriant

nenica ongeldig worden.Want de grondver-

apustulaat moeten de vergelil

VAT

ansformaties 2
leitransformaties) bertaande

netelsels die verkrezeon kunneu
8 waarbiyj de tijd coustant gshou-

tr is wel inva

den wordt en bovendien door im den t

sgrak

Men wmag dus in de kKla ie machani

vast koordinatenstelsel. det ult he

verkregen door transiatis rotat
dat

het veste geven {(dus gecn rotatie

(53 61

lantste stelsel sen gelijlmatige

Lijd gelijkmatige translaties
ic ergaan tot
' gegevene vaste kop

YA OV e8n ander

WOron
ie en

dan bovendien acg ann

wransletie ten opzichts van

en gesn versnelling).

Daar de inver-artie cer Macowelli-lorentzschs vergs
kingen wel gefundeerd is,im ¢en invarianhtie dszer vergs ﬁham@mn
pi; de uelileigroep met :eberheid anier bestnalt wmwet er zunooht
worden nasr ecan relativestische mechaniza invaciant bl Lorentz-
trensformatie.Da brug deartoe wourdt geleverd deor de vergelijkiu-

genw voor e kracht in het electirom

Voor de kracht ap een

(49-0) | :}i?' - a%

1) De index 3 boven
te mnﬁ&ramheaden o
n&la*

T wan oen

ﬁ dient om de:z

aguetische veld.

1

o
LA
(=

Lob
HE- O

drisdimonsicnnle

later optredende vieriime
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enoteoaenn Bracht don oupotaumt it cen glecrrisoh stukx e-f‘ an
200 moasoetizoh svuk f wﬁ

) Cmmwes AP gmasea wees D - s )

De Gracht paei Ms.z.\.m,aa,mm  iws auw

[ 50.4)

o

,};m(:.%'i»«gﬁx.ﬁ

of in Ricei-notatie (p,q.a, = \_‘1,3);

(50.2)

H

/hp::.(’%f-}cﬁu 39!’

Beide deelen der kracht laten zich nu voor het electroztatim he
resy. het magnetdstatische geval als divergentis ven een tensor
schrijven, den slectrischen resp. mugnetischen spauniugstensor,
Wi woevan GiIt uit woer net electrische deel .

(50.3)

(50.4)

(50.¢)

(50.¢)

(50.7)

Uit de Maxweli»:vyel.( 43.1-Z) volgt

buidsn m,} het electrische gedeelte vap de kracht aan
door /: ;dan geldr hiervoor de uitdrukking
2

f
pr= bat - fh8e) pe)E

»

in het electrustatische geval 1s volgens de Maxwellver-

geiljging { 43.1-Z

LR

waardoor { §0. % ) overgunt in

g 9" (2’2’ YR A ISTI Y
of

pt
f

2

Pe
S is gmmetrisch eu het electrischs dsel ven d
l £y



Hopxwallechen spanningstensor De keptallen van desen
; N #4 ‘ . '
bnsgn S ken men a's mebtrix schrijven

f‘("‘f\gx* Ex f"*’ (gg %)) ~ g\g\» _ %\ 23
(57.1) -8 ¢ Hes-gger) € F
- %\ 85 _ 81' ?‘: j{z?}*?t ?« gﬁgﬁ)

Voor het magnetische deel maaXkt men gebruik van de vergelijkingen

ﬁ - A
(51.1) s W= - ‘)z‘B'q
27
,
{;5‘/. 5J) /:,)& qu f‘] == O}

die vuor het magnstostal sche geval gelden. (zie 437 ) De bij dsze
berekening te voorschijn komende wazpatische spannimgmmagr heeft

"B _B”
? ¥ 3

da keatallen:

, P P nit
(71.4) S = -B. B

nt

IS

-

13
T geschreven dn metrixtabal waarbij wi _B VEIrVRLZIN A00T
A

B cena . {zia $h. 3

i(-_ﬁ&_f}& rﬁmﬁxrﬁﬁﬁl) "‘_ﬁ&_Bt -_Baﬁb
'51.5) PR {(BE-BB.+BF)  _Bp
- BB -2 B {/B'B+BB-BB)

Peze matrlix heeft denzalldon vorm alo cie van qe keptel.on van
. . . H Silbarien ,
den electrisches spexningstenser Wi voeren It uit,omdat de
bewerkingern ‘versg. bijv.Weyl 99¢ druk biz. 61 ) dezelfde zijn als
bij de samenvatting van bside gevallen,die nu volgt.
Vetten wij beide gevallen semen,dan is de kracht (56.1)

.6v } \p ‘ b ¥s
(5'/ ) /_,w P F N g-!tgf
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Fu 1s echter volgens ue Muxwsllivergelijkingen ( 434 ) en (436

Y
{3 — m;;i /:1‘
2;” ¥
/f /) , _ iy
H o om o= f
e {

zoodat (5. 6 ) overgaat in
G ple .~(6J. nyf"".‘é,_ Fi )P (3 F{,)/-“"
De kravht P' is derhalve de ruimtekomponente van een veotcr1£‘
4 Y 14 4
r2.3) 4 - -@ /C,d,e)/: = + 5, £
prod

dien wij den vierdimensionelen krachtvector noemen (Viererkraft)
Nu i3

, & L : .
fr4) 4 - -/Qf FL)F . b FiF%), 'Lﬂéf Et)?n:

Door gebruikmaking van de eerste MaxWellvergelﬁking kunnen wij
iervoer schrijven

£ 4 opd g s4 WL
/Ié) = e U F /‘ S - { F F ‘
@ - £ S 2 9 [ /7

f52.5)

-~ : 4
= - 0.3— f‘{ Fooy Jf. ﬁf
d 4
: : | :y‘
Het geuveelte tusschen arcoladen wordt de spanningsteusor
genoend.De 4-dimensionale krachtvector laat zich dan schrijven
ais cen divergentie van dezen tensor

R
[52.4) {% =-?J.51

4 ’
Wij zagen reeds,dat de ruimtekﬂmpnuenteq‘van £ ge kracht.f
was.Wat is echter de beteekenmis van 4 ?
Uit ( 52.3 ) volgt



| iy i}
(5.) 1) ‘{ =3 .de 5‘ = wﬁ"f’ um-cﬁ“ Zﬁm_éuf'

dat wii dus segsen,dat « ' de_dyor het electrische veld per
tids- en volumesenheid verrichte arbeid is.

Pe 16 kompunenten van ,5’” zijn ook in sen matrixtabel op te s
schrijven vit { 71. 5 ) ziet meu gemakke! itk in,dat S” de som
1s van QS'M en ;'5'” e kentallen ven S7' vindt menden uit
(«// ) en ( 5/ 5 ). Het z2ijp de kentallen van den Maxwellschen
spanningstensoe. '

veor S vinden wij

) 'Ry Y e
CRTRE A A0 SR N LV -

4 3
g E? 4 ?*;ﬁ;f’i ;‘1!2;?’“2"‘33’1“
/ f+ﬁ»ﬁ)

én 1s dus de energie van het veld per volumeeenheid.De kentallen
S"F zin kentsllen van een ruintevector

' - ¥ ‘ K £
(3.9 KA FooF - ¢ B

Gebruiken wij het scheme ven blw. 31,dan zien wij dat de vector

i

= ] ) . .
met de kRentellen O ’ voorgesteld kan worden dour

(52.4) & x D
4 RS R
(Men heeft b.v. S = 3'113 * 53.3 - & B,- 2;-35 )

Het € - voud ven dezen vector wordy Poyntimgsche vectur gencemd,
Deze stelt den energiesiruvom in het vela vour.

Om de vergelijxing ( 4.6 ) te duiden goan we uit van
de contimuiteitsvergelijking van een stroomende vloceistof mst
dichtheid 1) /u en stroomdichtheidsvector i

!'f) De nier bpedoelde dichitheden aijn payaimhe dichthedsn en geen
sathamatische. (blz.”#}



ﬂ‘@v

- g
5 T 4&¢ o (voor staliocnaire strocming gitae )

Deze vergelijking brengt tot witdérukking dat nergena
viveistof opborrelt of verdwjint.De vergelijking

. ?
[54.2) ;ffrat =g

orengt daarentegen tot uitdrukking dat er per tijds en volumeeen-
heid een hoeveelheid vloeistuf ¢ opborrelt.

Beschouwen we nu eerst de vierde der 4 vergelijkingen
{ 52.6 )

(54.3) {fzﬁ_ ,Sd“,~a.5 5“&

s Q\Q)

L'y
£ - & (energie door het veld per tijd en volumseenheid

vy afgestasan)

ﬁg = energiedichtheid van het veld.

ST & (energiestroomdichtheidsvector van het veld)
en de vergeliking is dus de continuiteitsvergelijking ven de B
eusrgle in tytasl gaat erloor veld + ladingen geen energie ver-
luoren,en dat wel voor iedere keuzs van het koordigatenstelsel.

Beschouwen we verveigeuns de eerste der vergeiljkingen

(52. 6 )

| A J‘l g1 | g1
{59.5) %‘ :=-?jls = v—*a?ts -’(),'5

Als wij in analougie met de gewone mechanica de komponente {1 als
de impuls-dichtheidsaanwinst der ladingeu in de x -richting per
tijds- en volumeeenheid beschouwen, den skalar
{f e als impulsdichtheid in de x - richting van het veld
en den vector

St sls stroomdichtheidsvector van den impuls in de

2-¥ishuing van het veld

apvatten dan atelt ( §4.4 ) de continuiteitsvergelijking van
den impuls in de zx-richting voor:im totaal gasat er voor veld +

ladingen geen impuls in de % -richting verloren.Ock dit geldt
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weer vnor iedere keuze van het courdinatenstelsel . De vergelijking
( 52.6 } brepgt dus tot uitdrukking,dat snergie en impuls sa-
men in totaal als vierdimensionale veatcr niet verloren geaan.
Energie en impuls per tijds- en volumeeenheid san de ladingen
afgestaan vormen den vecter K ,den impuiasnergjevagxeryaﬁ“
is ds ensrgie per tijde- en wolumessnheid deoor het veld aan ds
ladingen afgestaan, 4 de impuls per tijds- en volumeeenheid
door het veld aan de ladingen afgestean.Voor het veld is het ge-
compliceserder,in het veld hebben we de emergiedichtheid Rl
(bij vastgehouden tijdas esn skalsr),ensrgiestroomdichtheid ¢ ™
(bij vastgehouden tijdas een ruimtelijke vecicer), impulsdichtheid

¢ 3 (bij vastgehouden tijdas gen ruimtelijke vector) en impuls-
stroomiichtheid 3% (vij vastgehouden tijdas een ruimtelijke
tensor),die semen den tensor ASQ“ samenstellen,den impulsensr-
gietensor ' |

We vinden derhalve de merkwaardige betrekking
' snergiestroomdichtheid )
cx

impulsdichtheid =

waaruit veolgt
ensrgiesiroom

C"
'Impul& kom® dus in de velativistische mechaunica niet alleen *oe
aén Lewegende nmesss's masr ook ssn stroomende energie,b.v warmie-
energie,elastische energis,enz. Is derhekve in een materisel voor-
werp dat met een snslheid ¢ beweegt een of andere snergie £
opgehoopt, dan is de energiestroom £Eeo efﬁ)vermeerdering vay im~
puls tengevolge van het aanwezig 2ijn van £
(55.1) | —g—{:

impuls =

Klassick mechanisch gedacht zou het aus zijn alscf de moosse van
net veooirwerp met g; vermeerierd ware. Van relativistisch stand-
punt kunnen we natuurliijk sen dergselijke uitsprask nog ulst doen,
daar we pog niet weten of de impuls van een magss M ovk rela-
tivistisch geiijk is san My .
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baelativistiache Ayvnenioy
- . ;
%
Mp o aayr e PR o N T . e -
PLYODY Roe 27 wal o araohhes e*,sé‘:i?t redon, .f ; ’ﬁ an

%
£ poar er is uog riasts gezoyd ovexr de versnellends werking.
Het, »eiativitaitapoetulisat voert tot de ondarstelling,dst®. in eaxn
ceordinatenstalsel ten cpzichvd saerinn een massa 2 in rist is,
RS
de gewune verge:ijking der klsssiek~ wechenica gelldt ]
3 -
o 4 dE

7

(56.1) K = 457 ¢

of

]
‘ M 4 d ‘ d.z
(56.12) X = 4¢ 7 dé

Het %% nu masr de vraag,wat bl relativistische veralgemesning

it K en uit m wordt. Jakﬁn we gebruik vean de electrodyna-
mica den is duidelijk dat ]Qr geen stuk van een vierdimensionalen
vector is.Wapt de kracht per volumaseenheld p was een dergelijk

atuk,en dear
3

e,

{565 ) K = %'IE

en P zich bij overgeuy tot eer hewegelijk cocerdinatenste.isel

2.8 volght treansTurmeert
&

(56 4) | = ﬁxi};
3
4 . - - 5
transformesrt z:10h i apders dan p .Voersn w'l dus den ve ter

o P
g P L -
§0. 5) ﬁv = F P - F%

in,dan is dosze werkelijk ssn stuk van den vierdimensionalen vector

; ) b £
56.¢) q}? - b

P
wasrvan de vierde komponante

' W, . ? g ¥
bé1) K= gh= gyigebadgad
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Voo ke 3o, VeI fx L e bl vLe iR Tult Lu o Tern opr.onte van het

. o Y 4 . . PR . Ly B
cordingleng. . sel JLIET nuL 1807 trachten nu zet Lehaap tan K
can LI Lorert i traasformat ag fnvoriante vargel inge ¢r te gtel~
len,die voor ean =, ¢ de messs rustend roordinatenstelsel ovar

gast in { §0 2 ) .In (ie vergelilking kan matuurlik ¢ npiet
vecorkomen,maar wel de iavariante uitdrukking

(5).1) dvs f/edela, *;:f}’.,.t.,’ - dt Vief

Met behulp van © kan kan men vour de vierdimensicnslen een-
heidsvector ran de snelheid schrijven u%. jﬁ‘
Men probeere

4 : 2
{‘57.1/ % = w =
waarin 7 een nader te bepalen constante is.lezme vergelijking
is te splitser in

1 4 da’

r @
(sy.34) ¥ = VAt dt ;73?';'?" 4 ¢

% , o
(sps8) K il ;;—%;-

De esrste vergelijking is voor f=o identiek met ( §6.2 ),de
tweede levert voor dat geval o=0 Want dan is Kwo OGetrouw
aan het relativiteitspostulaat eischen we nu dat de invariante
vergalijking ( 572 ),die ten vupzichte van een rustend coordina-
tenastelsel het gewenschte rssultaat geeft,nu ouvk voer alle coor-
diuatenstelsels de juiste vergel'kingen geeft Stellen wij dan

e
{'5';'.4« ) m = VFI?‘M

rn'n gwm-M f—.ﬂ.t&m&m"
f?’dan luiden de relativistische mechanische vergelijkingen t.o.van

.8en willekeurig systeem
3% .;"« o8 ﬁ

= de T e
£1.5)

w

&uy““”¢~

s
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Ne cerele vergalijking leert dat de wet - kracht = 3% impuisis -
DT Jdonrgesan. dat achter in de impnisie w1 uog op eea bijzun-
fere wize axtra van de saslheid afhangt.De tweede vergelijking
ieert dat de arveid cdoor .| verricht (lizks) opgenomen wordt

s . . .
inm o .Deze uitdrukking
z ?’g"ea [ 2 ® 2
J’J’./) O € mn e L ) g «P'{m”"-a-.,.
/ 'fw-"-’—-u;"‘,”ﬁ' =2 g

steit dus op een constante na do enargie voor .Stell men Aie con-
stante o dan wordt de emergie vaen sen rustend mossapunt

(50.2) | wie

Het nulstellen van die constante is niet willekeurig Wij zagen
reeds dat impuls (met ¢ vermenigwuldigd) en energis steeds
stukken moeten zijn vau esn vierdimensionalen vecter Inderdsad
vermt de uitdrukking m ff& uit

- / ’IL d ¢ x 4 d & 4
~ 3 e — it
(§d.3) ]? =z ™ = P u

gen dergelijken vector,die zich laat ontbinden in

8
' . dxr f‘ S »
/5(51:;{&) P (E—ae;{&y 3m;—£smu
» %
(53 44&) 2 dx o em U w e
L 4 dt
3 7 £

{73 ' . A
(zie blz. yy: ¢'= sy ) N
De impulsensrgisvector is dus m e voruonigvuldigd met den

| 2 L

eenheidsvoctor %LR (hlz. 28 J.ip me de srnergle,dan is de
) # . .
snergicstroom me'w  en dus volgt ook hier

(56.5) Tmpuls = SBEFELESLIOOm —  (p;anok 1918)
@& .

welke betrekking wij reeds bij de besprexing ven den impulsener-
gie%e sor vonden.Hiermes ziln ook de aannamen van blz. 5§54 ge-

rechtvesrdigd.
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Samenvetting:
¢ o 2 .
rustende massa »+ heeft sen energie w1 € en oen impuls ©

' 2
bewegende , " " " m & W w 0  mal
rustende energie é " " masss th " n w O

. rgisestroom
energiestroom heeft een impuls 222 £198%700

e
- Potentiaslvector.

Wi passen de stelling van blz.38 toe op de vergelijking (43.61).
Er bestaat dus een vectorveld ¢, ,zno dat

{59"'} ;x—a = 2 % (/AJ

of,uitgeschreven in orthogonale koordinaten

-Bs = F\'s "ax(/s“/‘)s(/pt
gx = ;s.w"" ,‘)s(/i ‘Dﬂ(/i

Deze vector (P) heet de potentiaalvector. ﬁ s % en (/3 vor-
men een ruimtelijken vector,de vectorpotentiasl der gewone vec-
toranalyse, (ﬂ\ is voor velden,die niet van den tijd afhangen

de gewone potentisal. w a:Ysl_ﬁ))
Voor een rustende puntleding e¥ loat mer de differen-

tinalvergelijkingen

fax ‘éz + 'Dt ‘f:‘ r/:}?, 81—-{3
54.3)
C“ v’aﬁ.%t”‘)” %330

(59.4)

als volgt op.len bepaalt ‘P,‘ met behulp van de formule

(ﬂtij) (p\"a 5':‘% 3 U= z‘rarx 5 LP1=(PL’ L/)s‘ o
en den is

(59.5) -2y eaJ, B, - BB, =

Men overtuigt er sich gemekkelijk ven,det deze oplossing asn

( 59.3 ) voldost. ’ |
Wij vragen ou nsar de oplossing van de differentisalverge-

lijkingen (43. 6 ) I en II voor een bewegende puntlading.Nemen wij

. eerst hﬁt gma}; eia‘!:; #on puntlading € zich met constante snelm

mm w! /m t 'i., ter mpamhte van het stelsel (=,y2, )
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beweegt . lden bevaelt den eertt den _arentiimlveptor ¢y voor een

wiliekeuris puant F Lar et A -vigr coor de bran en P

de x - as donr ? .De nulkesel door § anijdt de wereldllin van

et ¢ in ¥ <in het verleden.Te
brengen sen nieuw essenstel-
anl nan, dat de wereldliin als
¢ ¢z’ - 28 heeft en een ¢ -as

Adoour P Met betrekking tot

- dit stelsel is de lading iu
rust en derhalve in P:

(bo1) 4/ ; % ‘Cfpf"(/)«.' =9

rrG

4
De veotcr (0 heeft dus de richting van de ¢ f-2s en een duur
1/115/7"'7 "1s dus 3{" de eemheidsvector van de snelheid dan

is
K
K

e 4
e — #
(60.7.) (‘f) = X A1
Nu is echter {(zie figuur)
: '3

(50.3) i ZK = (’:{

k - e . "
en verder is de duur ven § even groct als de lenste van 2

zoodat
&
® i 2
(bo.n) 2 kix = "? RK = - ‘_.«Z*z* & Rn
Zoodat

. e ¥
(60.5) 4= R
Hiermede is een geheel van hest aSsenstslsel onafhankelijke op-
lossing voor (f gevonden.We brengen deze nu terug op ons a8~
senstelsel sy,2 ¢ .Dan is (dear duur 9" = lemgte ")

(vergl.47.1)

(60 6) (PL

R b= s (KR

A ;
x ~
. . “ (,‘ 1.1’5,

Z - gfm" P n"f&‘\ w' 7‘})

-ayi
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/
(61 1) C/’ = - e £ 1 -
h VT 4 “ A 3
‘rl-é!, ﬁ‘f’,’*:‘a,'?’}t’f-" l’}
— £ 4
7” .y

t- Flld Gt e
da&/b
/ S

o=t ol = e A EE (#17)
wasr ¢ de lengte ven den vector z” voorstelt. (Lienard-Tie-
chert 98-00).Is de snelheid van de lading niet constant en duse
de wereldlijn geen rechte,dan gelden de zelfde formuiee, @ is
dan weer snijpunt van de wereldlijn met den nulkegel dour 12 in
het verleden.De vectoren ¢° en “ " liggen in de raaklijn aan
de wereldlijn in dat snijpunt.Het punt 4 is dan het eenige punt
ven de wereldlijn ven e ,dat voor de potentiael in P ven ve-
Lang is.

Wij beschouwen nu het gevel van een continu verdselde
lading . Fenvoudigheidshalve onderstellen wij eerst een willekeu-
GL' / rig continu over een dee’
el -/ van de %,z - ruimte ver-
deelde lz;,ding met een
constante snelheid w’ .
Deze lading heschrijft eer
rechte wereldbuis,en wij
beschouwen de infinitesi-
- nale buis van een kiein
deel der lading.Zy (P het
spijpunt van dege infini-
tesimnle wereldbuis met
den nulkegel van P ,dr’
de doorasnede met de »%'a’-
ruimte en €7 de projec-
tie van de doorsnede met
den nulkegel ven P op de
2,4 2 -ruinte.
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is de rustdichtheid van de lading {) ,den is de bewegende le-
ding ()dt en de vierdimensionale stroomdichtheid is dus

(1. s*-4'p

Wij bewijzen nu dat

,_/52.1) dz'.-dz:.’z:za.’;:y

De doorsnede met den nulkegel is driedimensionasl,men ken er
dum ecen kontravarisnten trivector aan toevoegen,of met behulp.
van den eenheidsquadrivector J:“/“, ook een kovarianten vec-
tor t} .Dagr echter het hypervlak van & aan den nulkegel
in @ raekt,heeft de kontrevariante vactar £° ge richting

ven f .Bijgevolg is

dt’.'dl'r ﬁ“k:R‘: =
/6&3} A »o

/ ’
='?f?="£.'l

& |
it ( fo.4 ) volgt dus det de bijdrage van de buis we (/) is -

« 8
- L S 4’ L A
/é.z,z/) iy = -7 ;71‘ = <y 2 iz

zoodat : -
# 3

fa.5) §9=‘{§f{"”
e integreeren over alls deslen der x,j,znruimte waar projec-
ties liggen van doorsneden van stroombuizen met den mulkegel
ven ? d.w.z. waer bewegende lading sanwezig was op een tijd

2 en van waaruit dus een lichtsiguaal uitgestuuré
op dien tijd juist ten tijde tso in P zou sankomen.Gaan we
au weer over tot willekeurig bowegende ladingen dan is van
elke infinitssimsle stroombuis weer alleen de doorsnede met
den nulkegel van P van belang en we hebben dus voor elke bu
de waarde van s (dis mu niat meer constent in den tijd is)

¥
te mmentanmde ¢« *’c*“c'

(62.6) = ”f( S
deze vorm van 55" “Rest U8 Tormule ve

tiael.De poteRtissl komh nier tot a'l;axad nlet als f‘ummo vay
de beawagande ladingen ,1:" &3&& i‘w mm alm functie van de '
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sewegends ladingsn in het verleden,die zich in de ruimtetijdwerel

op den uulkegel van P bevinden.Men integreert dus eigenlifk over
desen nulkegel,



11. Algemeene Relativistische Mechanica,

Algemeenu beschouwingen.

In de eeuwvoudige or épeciale relativiteitatheoris mrde_u
de verschijuselen in zexer opeicht losgemaskt van de mmma:
ten Alle orthogonale koordinatew in de RT-wereld sin golijkge-
radntigd, de algemeens formules hebben t o.van elk diarv koor-
divatenstelsels precies denzelfden vorm Eew experiment kan
dus nooit leeren of sen gagevan stelsel een aenpwige snel-
heid heeft, want het op rust transmmeeren vau %00°'n stelsel
ig,als men den tﬁu op een behoorlijke wijse mee last trausfor-

meeren,een Lorsntztranstormatie,d.1 een orthogonale trans-

. formatie in de R.T.-wereld,die weer tot een,met het eerste

k--*r«%-?-—k-g

stelsel volkomen gelijkgerschtigd atelsel,voert.Alle proeven

om eeun jaetherwind® te counstateerewn sziju dus,indien de theorie
juist is,van te vorewn gedoemd om te mislukken.Mocht er eeus
2en aetherwind aangetoond worden,dan valt daarmee de relati-
viteitstheorie,althans in dezen vorm.

Geheel amnders is het met steisels,die t.o van elkaar
*ver‘inaniugeu bebben.
Beschouw twee waarnemers.

I ~ Wereldlijm A B

11: Wereldlim A C B
IsAD=41 ,dan iscok AC = 1
(Miukowskische mf ! ) eu dus

ook B C = 1L . Waarunemer II

I §au 11 zijn het er over eeus,dat de klok van II t o.vam die

A "
wgbwt due in B mugekoman af,dat siju reis ven A nsar B %‘
seponden geduurd heeft

Nu 48 echter A B A E dus 2,m.a.w. de wearnemers

vau I achterloopt.Over de oorzask van dit verschijusel zijm zij
voorloopig in het duister omdat
I verklsart: II heeft zich van mij met coustante



suelheid verwijderd eu is daarus m

cogstante swelheid teruggekowsu, m

I1 verkleart: precies hetzelfde vauw 1.
Zij zullen dus moeteu nagaan of eeu van beiden gedw %o

het experimeut het eeu of aunder dbeleafd heeft dat sijn Klok
verstoord kan hebben.Onderdaad heeft Il iets bijzounders MB.MM;
namelijk in C eeu plotseliunge vertraging,hlj kau die wrtmgug
ret eeun mee genomsu instrumeut gemeten of aan den lijve als
nZeeziekte" gevoeld hebbeu.lheeft die ervaring niet gehad.
Couclusie: ’

Oundergaat eeu stelesel eeu versuyelling,dauw laat het

zioh uniet weer gouder geer ¢p rust transformeeren,een

vereneld atelsel ig esseutieel lets anders alg een niet

versueld.

Een versgeld punt heeft een weraldlun,dm uiet meer recht
masr gebogen of gebroken is,eu dat wel t.n.van elle .gecor-
1oo#de" koordinateustelsels i d.» T -wereld,dat sija de ortho-
gouwale roehtlﬁuiga koordinatenstelsele die door poroutatrm~
formaties in elkaar overgaan

Als .oorzazk® van het beambuwde effect moet hier dus de¢
sfwijking ven de ,rechte” versidmn 't o.van ouse bevoorrechte
coordinatenstelsels wordeu aangemerkt.

Tu de klassieke mechanica kaw men seu dexgelijk voorbeeld
construeeren.Twee volkomen gelifke,vrij sweveude, vliceistof bol-
/A/\ B len wentelen t.o.vau elkaar om de
i/ ( @ verbindingslijn hununer middelpunten.

Dit is tot zoover volkomeun relatief.

Rust echter A t.o. van de bevoorrechie coordinatenstelsels der

Xlassieke mechanica,d.s. de cuiet roteerende” coordinateustel-
sels (dmabaolme ruimte® vau Newton),die t.o.van elkaar !
slechts eeuparige translaties uitcefeuen,dan sal B t.awwom
mu M MMMMMQ@MG mmn emmm M ﬁmumm
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B,den zal A afplatten.Het experiment kam uitmaken wie vam de
twee rust,m.a.w. de ,niet roteérende" coordinatenstelasils der
klagsieke mechanira lateu zich exparimeuteol vastleggen.Ook
hier is weer .,o&rzaak" vau het verschijnsel het gedrag t.0.ven
zekere bevoorrechte coordinateustelsels.

In "beide gevallén, goowel in de speciale relativiteits-
theorie als in de klassieke mechanics treffen we dus
iets zeer onbevredigen%u cotrdinatenstelsels wordt in
zekeren zin physische re;tlitait toegeaehraveu,terwijl wij toch

noeten verlangen dat het gedrag van ph.ysische dingen alleen
zal af’hangen vaua nun betrekkingen tot andere phyeisohe dingen
en uiet van bun betrekkingeun tot onphyaiaol;e eutiteitan als
codrdinateunsteisels, ,absolute ruinmte™ e.d Men zal dus moeten
Zoeken naer esn mifcdel om een versaueld codrdinateustelsel
cp rast te transformeeren.ls de versnelling voor alle puntem

% ,den is dat iu de klassieke mechanica heel gemakkelijk,
wen behoeft alleen een hsohijnkracht® -m i i te voeren.
Tredeb er drasaiingen op,dan krijgen de schijukrachteun bepaalde
namen, (uiddelpuntvliedende krwht" onyKracht vaa Coriolis” '_
maar het principe blijft hetzelfde.Hiermee is echter nog niets
gewounen,er is gooiets gebeurd 8ls het invoeren van een
«8Chijnbaren” tijd ér met behulp van een Loreuntstransformatie.
De beslissende stap was dear,dat men iuzag dat t' een even
werkelijke tijd was als ! eu ook door de klokken iu het be-
wegeoude steldel werkelijk werd aangmseu.aior mateg \m dus
vragen; ziju er werkelijke krachten bekend,die precies hetselfde
zouden doea als -m a ¢ Inderdaad voldoet de swaartekracht
&an dien. eisch en wel op groud van het feit dat im de fomlﬁ_

voor attractie van twee massa's
%f w4,
(70.1) . = —;r"

de gravitatiecoustante niet vau des m :
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Men drukt dit ook zoo uit: voor alle stoffen is de trage massa
gelijk aan de graviteersude masse (proeven vau Ebtvis eu Zeeman
tot zeer hoogen graad vau vauwkeurigheid).Tengevolge van deze
gelijkheid is het voor een waarnemer in een afgesloten ruimte
niot uit te maken of zijn systeem een voor alle puaten gelijke
versnelling 4 heef't,of dat hij zich met zijn geheele stelsel
iq een gravitatieveld beviadt ,4at op iedsre messa " eeun
kracht -m 2 uitoefeunt.

Verder moeteu we een eiud maken aan dc bevoorrechting
van zekere codrdinatenstelsels.Vooral hun rechtlijnigheid is
himderlijk,want bij versnellingen worden kromlijnige baunen be-
~ehreven.

Wij zaan dus in de R.T.-wereld in eens over tet willekeu-~

rige kromlijnige codrdinatenstelsels,waarvan er geen eunkel meer

bevoorrecht wordt em zullen *dan mooten verwachten dat op de
ecn of andere mniar vanzelf de gravitatie een rel zalhgaan
apelen.

De rol, die de ,.a‘bsolute ruimte® zoowel in de llassieke
wechauira als ook mg iu de speciale relatiﬁtaitathaorie als
wo0orzaak® vaun verséhijvmalen heeft gespeeld, is daarmee voorgoed
uit Asngezien er geew bevoorrechte aoérdiuatenate} sels meer

ziju, zullen physische gevolgen alleen physische ocorzaken hebben,

d.w.z. de meetkunde in de R.T.-wereld sl uitsluiteund af‘hauggy}

van de materieverdeeling. &

»
o

Voorbeelden van kromlijnige cobrdinatenstelsels iu K ea) .

Poolcodrdiuaten. ‘,
xm‘l’uﬁé) » ‘," m-“/;:.?'?}

2’7/‘/} gﬁ "&M@ M & = gwm 9"&;9(1?}’

De pa.mmtarlﬁnw vm *L um de atmlam 6* ammmt
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punt Y, mpakt een ultzownderiwg,dit is een singulier punt".vm'

de cobrdinetentransformatis.Zulke singuliere punten zin ge-

keumerkt door het o of o0 worden ven de z.g. Punctionasl--

determinant,hier "
. Tex 2%
x DT o &
A B Y
g X 2 & ‘
of
AT & ~T aén & ‘
7'2»2. o ‘ ' w T
im & v o &
Gaat men van T é€n 6 uit,dan is de functionasldeterminant

2 2z % 14 | & ot

e |

o= P e - i
2y 28 - whb T T

Do oone funktionealdeterminent is altyd gelik asu 1:door de
andere. s deze determinant ergens + ,dan beteekent dit dat
de nieuwe parameterlijnen in dat punt hotzelfde soort (rechts
of links) van asseustelsel vormeun als de oude,is de determi-
vant - ,éan is het assenstelsel gespiegeld.Iunderdaad is de
dreaiing van de + ~richting van de parameterlijn vau % mnasar

de + -richting vau die van & hier deseifde als die ven

+ X -as gaalr 4-(?~w~

Bélwﬁmimmu ia de ruimte.
R S x = zsin & cos
7"!‘,‘?“',‘:“‘y“ Y cos O
. Y% a reind sinf

gl

=scoust .y ¢ =ooust. cirkels om O in viak-
b ak ken door de (y -8




2.

vau ¢ -cnnstg, ¢ =conet. ;eirkels met mp. ia de
(7 ~-88, eveuwljdig asn het
xx mvlak'm
De functionaaldeterminant is -
% o p
i din & cos P zwa&m&/ _z&ié’m«;ﬂ
y <7 & e T den & o - =-twn ¥
g .mem;a T unf 2 amboen
%“ / S l’-""’{}"‘ “* De 4 -88 18 dus een singuliere 1iju. Inder-
\ daad wordt aau eem punt van de ; ~-a8 geon
o bepasalde waarde vau 5& toegevoegd.De para-
R R meterlijnea van » , & en ¢ vormen voor
. }m_%me 8iné >0 een linka stelsel.
/ _ :
| // solcobrdinaten op de bel.
* Heu bol met een strasl [ is eew V. .De cobrdinaten &
en ¥ zim kromlijnige robrdinaten voor die J{ .De parameter-
lijnen ziju de meridianen en par\glanen,aa polen z{ju singulie-

reun punten.

De vergelijking

# 2 ‘ ) 4.
734 - 7:12 — .i..é{__ = 1 ; A= it o
L hele A -jety A

stelt een bundel vau coufocelse ellipsen eu hyperbolen voor
met brendpunten iu x =¥e f/" ¢ .We hebben voor
A > };c : ellipa
A=t étx : gm ¢ ;gedegenereerde ellips of hypm‘m}
"&G Al e hyparbool
)L M,; ¢t 2= o ;gedegouereerde me
,1_ <~ g_g imimim kromme o
13 *&} ia een m«dmtimha wrgawmm . J.‘

se

oa
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of

74/ A - )\/xﬁ%) P [y -p)=o,

waaruit volgt

1, i . . %/ L, L)lv Lt
Y42 Ai%-;/:}z’a—})i‘i@—ﬁ— /6/;/&)

—

dus A 2 A, .Aangezien A, en A wortels sij,is
ch(liwb) +JZ(»{,+("} A:"PL

2
(0 vy e = A

#

7,9', 3 )

#

eu dus,voor A 5/ :

ot (Al p R

X = Y

744 o
T,
/ y:

Uit de tweede vergelijking volgt,dat voor }17‘ A, Ay /’ eun
A, < p  moet ziju.Het geval A, = A, kan zich alleen voordoen

als

4 S R
V=g lxgp)

748 (% o
( 57’

is
ﬁ vergelijking laat zich echter schrijven

if

2
74. 6 ?24—17/124-5’1/?)_ 1*(/-"51‘”'{;“"‘) = O 2 f/ VAR

waaruit volgt
. . r) 7
?’: w{x’r&iﬁ_) *fl/(;‘l*‘!/b)“ij‘x}*‘ff&
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‘Da';ar echter - (/ " Xan aan deze vergalﬁking alechts valdam mw
'ae,n door x = V? =37 8&; (7 = 0,dus door de beide drandpunten.
Wij voeren nu A, ey A, als
aieuwe cobrdinaten in.Bij ieders
z en (7 (bahalve voor de
brandpunten) behoort eew bepasl-
de A, en A, ,omgekeerd hehoo-
reu echter blj ledere A, eg A,
© vier stelsels weardea van > eu
y. De parameterlijuen ven -,

ziju de hyperbolen A, = [ = comstamt ¢
' 1 ' ) .
“7/51/ “"—’-?;‘“"‘" EN - /Z, L ey 1

ot %
>3 SN S 7
/ b 4 £ 7 »f,'f?

Ue zin van de toemame van !, em *, langs de pameﬁ%mnm is
ie de f‘iguur asugegeven. Het i3 noodzakelijk depen zin in asumer-

~king te uwemen bij het bepalen van het juiste tesien van f“” ons.

irn de functiounsaldetermivani:
RN 0% t’ Atk voor he’c
AEE Bl

PES ,
25, 3 Aerp N o | | eerste |
j63 ) ;*’ tweede quadrant
9 1 Vrm}i ‘ ?ﬁ, . o |[lcp| dande
oX, ;e A Pl )M\té vierde .

Ve functicnaaldeterminaunt is dus

%VTMEW;MIJ ;Véqu_ﬁ A f

Y

744 CoopICp 2 e (e

e

x;/c

I

S+

 ! 5 (ﬁ‘; f‘)(}« F} + {‘R‘W"f)g[b &“) m

Vian

Omgekeerd vindt mnuit(}% 2}
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CEY) Al 9iq J13)
yé.1 |

? - A DAy L £

St Y O s

waaruit voor dea anderem fumctiounamaldetermimmat de waarde . &f ”"

volgt.De x -a8 em de J-—msﬂntugunm fjeen.Op de -—n; ;
u{;ﬁgj o aupdox-»wu;/‘,lww vo0P z;‘iﬁ
snfvoor x ~ *¢ Do parameteriiuen van 1 en 1, vormen in het
tweede en vierde quadrant een stelasl wet als x , - ,in het

serste en derde ceou -Seepisgedd stoloalnef ¢ daaaiges

drnpen bot

Gagmm zijo vier versnderifke (gervarisbelea) ¢ rah e
G, 7,..,4,die alle waarden vam ~eo tl +% kunm dnorloopan
De vmmling ven alle mogelifke viertallem % , r* , ¢  ,
vormt een vierdimeusiousie ruimte X, Bon sukel viertal heet
pont ven de X, ,de getalles § , ;°, 57, ¥, die emdij nooree.
de podrdinaten van het puut. lew kaw andere oervarisbelem iuvoe-
ren door sen tramsformatie

7{"‘ : §t’ E*lflzfj",s”}‘ *r.z' '

".'

Van dese transformatie onderstellewn we dat de functies eeu oe
voldoend asntel malen differentieerbsar is on dat de determinaut
van de metrix '@g}%g in het beschouwde gobied van |  cngellk
wnl is.Dan bestsat im dat gsbied de omkeering vam { /¢ 7 )

‘;t w, 27 a8t J,'.
763 BTN AN A

Onder cen geometriseh gbject wordt verstass een tosvoeging van
een mut.al M}.m (kentallen van het object) san feler punt

der x,, vwr zmr cobrdivatenstelsel en wel zoo dat hij trags-
formatie de mﬂm m*callmx gioch laten opauhrnvau als fumtiaa
uitulmm wu;‘f f m mvﬂum trausformatie.
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Grootheden im .\,
In de ruimte X, definiesren we:

1) Ben scalar,d.i. m grootheid met één keutal 'i- » toegevoegd
eaau oon bepsald punt T vaw X, ,det By de tramsformatie (/4.2)
uiet verandert.Is san elk pust vau aem gebied ven X, eew scalar
toegevoegd, dau spreeict men van eeu enalarveld.

2} Xen koutravarieate veector,d.i eeu grootheid met » keatal-
len 2" ,tiegevoagd aan esn bepaald puat ;.: ven X, ,die sich
bl (/4.2 ) als volgt trausformesren:

w . 5 0
77/ v s (A,,)' v : Ak,‘ @g )‘t'i“ F '.2}1 .

Is aan elk puut van een gebied ven f , ©0n vector toegevoegd dem

gpreskt men vaun ¢en vectorveld.

de” is eew coutravariacte vector,waut
8 . ’

;,:7.! daﬂs A, de
3} Ben covariaute veetor,d . i. eeun arootndid met » keatallen
W), »toegevoegd m eeun bepaald mt } vew A, ,die zich bif et
ala volgt trmrbm

A / I
773 w,x‘ ™. (Ag‘)‘ w, > /4,\’ '/ (3&*5 Je o

Overgaug tot vectorveld als boveu.
Is p eca scalarveld,dan is 9 |} eeun vovariaut veotorveld,

net gadientnm vew 4

774 9P=Ax3/’

de oﬁ?%et veld w, oew Mmtveld is.



8.
Do lokale ruimten .
- Aan elk puat,bifv. ‘fﬁ ,van de X,, voegen we seun ‘2.",, toe
met coordiuatew ,{ ,die séch b (76! ) als volgt tramsfor-
meeren

7o ¥ (AL A

Het punt A Ka ¢ wordt geidemtificesrd met H ¢n oontactpunt
gewoend.Tedere £, hoert met de X, alleew dit ééue puut gemesa.
Twee tot verschillende puntes behooreude ? ‘s hebben uiets
gewmey De ?*awmum:uxmmnuox Mou kau gzich
van deze ? een hesld mmn door de /f te denkeu,liggende
in een { , V5, ou dan als Z'toumdaraak-ff, ia
dese & aaa de );'g -Dit is echter gewaarlijk omdat twee ver-
schiliende ¢, 'o elkaar souden kuumen suliden en sen ¥, sen
kromme, {nplaats vas Momm put,
punten af,dan kaw meq het beeld mbmihu om aag de voordtel-
ling tegemoet te komon.Aangssien het comtastpunt Hij de trans-
formatie (4.7 ) deselfde colrdineten (mewelijk allesu wul) be-
houdt, gedragen gich P , v em W, im ’f‘ volkomen ale eeu
mnr,m wu&mmm. voetor ou #on covarisute veotsr ia de
loksle £ veu ! ,De beide lsatetem kuunen dus dear resp.
door sen mt en sen hypervlak wordew woorgesteld.Eea veid
voegt mmw Jokaslruimte eeu [rootheid toe.W hadden dus
bij de definitie van scalaren eu veotorem ook vas de locaalruim-
tmmmmwmmmmmm: diemothedmop de
er kun : mum, zooale dit vroeger voor o, is
olgen we voor alle verdere groothadm.

@m de lokaalruimte op de gewone manier
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79 -4 5 . k N Ay o0 4,
ﬁ ¢ aw ? *H" ,j A.x ?

3 @ » »,‘ga«iu‘

alleen heeft ey A ;» ©6u enders beteskenis,namelik g .De
eouheldsalffinor is hier

79-4 /4:"‘"}&5“

beweriingen met affiworen ia edn en deselfde lamlrlmmn
natuuriffk ust ale in de 7, .

Diuhtheden worden eveveeus in de locsalruinét gewson gede-
finieerd, bijv. een mlam dichtheid van hot gewioht l

J‘ﬁ

792 k- Y 6’ 3 av%’(u' ‘7

NMarieoorey 4

maaummmmaomﬁmuvwm
wew we de wmnmg .mmg mmwm

smoren ven dea Imdex « /. Bij overgeseg tot | hlumndm als
AV %
' toalmeldm igveriant.De » uitdrukkingea
® ] 3’
. £ =

sin blijkbaar v contraverisate vestorvelden,die elloen keutal-
len 1 othobmendlhlomMﬁomﬂ ? koutra-
variente mmatvectorem,die Dehooren bij 4e-oervariadelen( Yo
Fvenzoo siju do uitdrnmm

()

136 £, =

v covarisute vectorveldes,die M alleen ann 1. of O
hebben eu dn elke lossslruinte de « ocovarisate Bestveotores




A erispip—yere
sran w &0,

is Wﬂa&mw y5at wauneer mew in
elke locaalruimte een willekeurighstel vaw reciproke veetoren
als mestvectoren zou nemew,dese in het algemeen it tot eew
stelgel van coordivatew in Xn souden behooreun. Daarveer ia
n.e.v. dat (F9 5) geldp.zulke stelsels ven maatvectoren,die asy
(794 ) voldoen em dus tot bepaalde votrdimaten iu X, beboorem,
beet.en holonoom, andere (die ook veel gebruikt worden) ssholomoom.
De uwitdrukkingen )
57 . 2F

¢
sifn %" soalarvelden,die fn alke locsalruimte de »* oealifen
"? het Erouscikersymbool vormen.

|7 we bewmﬁ do stelling:
De qua heetor _der nieuws masatvectoren is g}g‘m dem
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De imhouden vean de malloiqtm m meatvectoren verhoudss

a‘l.

’1& dna ‘1. ¢ & e ‘5,-%%
Al voorbesd behandelen we de meatvectoreu van de cnip-
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tiscbe mMimm in K, (vmbxp 73) Nosmbu wo 4. § , 1.7 .
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LYGTLIenging, pesudoparalislieme

Tot me toe sym de loksle .  volkomen OnafbPankelyk var
olkaar Mem ken au 3a do _{_ een vooreohrift gevsw om *vee
tot wsburige puaten Mhmrué‘w& F. Op eikesar af te deslicn
Ean dorgelik voorsohrift heet ees overdr (vy Weyl ook
wel Jusemmiudang) In de keuse van dese overdrenging heeft gen
alls vrihei..le overbrenging scu bijv soe kumuse sim,dat
Techte Jljaca in de eene <, overgaam ia kromse lijnen in de
andere We besobouwen Rier alleen ovardreagiugee wsarblj con.
traveriscte veotorens overgass ia coutravariante ventoreas,ec-
veriaate im covarieste ea slgemeen affinsrem in affisoren
van hetoelfde sport.le vector ew de overgebhrachte vector bheu-
ten [sewdcparellel.

T w v een gegeves vestorveld.Is J le veldweerle in
E, tanis v", dv®  le veldwsarde ia £ v ag”

82.1 de’ = ug” ), 0"

Srongen we wu volgens Det Sverbreag agevooramhrist dom
veoter 0" ta £° over wser §°. 4"  ‘an heer dre over-
@obrachte veotor kestallen ¥, 4 " die astuuriyk elochts
mrmmm ven ¥ versohillew Pehtear is o het sigomeen

'Th # dv’ omtat umers bet cverbhrengi agevoorschrif genes’
willehourig 10 Gast %o wu over tot het stelsel (<’ dam ,a,
asagutien volgeas onderstadling v, 4 v° 1 £ i weer
ann wqttmm vector ie

&2.1 y,dw»[ﬁ tiﬁ)(fvd“’)
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en Jsaruit volge Jet Do . dv - 4 v wel eem vestor ia

-

oy L &
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O v" is de differentimel van hbt veld v  Denardeeld vewu:e
een volgeus het overbdremgingsvoorsehrist mee verschoven vec-
tor v°  Dese difrerestiesl heet de covarients differentissi
De cverbronging bepasit de covariante differentisal, e 2mee -
koerd, is het voorechrift ow de covarisste differeutisal vae
alle grootheden te vurmes dekend,dan keut mem de overbdrenging
{ verplasts vamelyk de grootheid sd6,dat de wovarisnte Aiffs-

reatien) aul wordt)
W goan wu exiomatisoh eem woOTT Overbdrengieg vestlepgpen,
die de ceuvoudiget ¢onkdare is eu die pe limeaire sverbrensing

woemen. Le sxioma’s aye-
1) I8 § eon greetheid (het slgemesuste geval 3s een

affivordichtheid),dan i8 > § een grootheid vea
 deselrde svort.
)y su v F) - 54 |
Y Shy) - ésy 6}}! (regel vam Leibai:)
nssst elkanr sehriven .ymbolisssre het algemece
) 34 10 Mueeair homgem tu 45
~4) Do regel ven Leiduis geldt ook voor overschuivinmses
me differeatisal van ecn scaler ie iden.
| ;mm do gowous ¢ifferentisal - 2 . /)

o (3) wm dat de algemeendte vorm,die de
2l vam een koverisaten vector kan san-

Ao i : ;



worden.Ui? de tranefarmetio wam 5 v [(*xiema (1)) wrige Anw
het steleel tramsformatiel rmules

&%l / .. . p":;i \ '/' N i; B

S * R

g}6 4 4,. awn ““ e

be /:: ‘2l dus de kentallew vau eeuw geometrisch abject; s
traueformeeren 2ich echter iwngewikicelder den die van evn af-
fiuor.uit (4) en (5) volgt

€ 1,,..‘ ' v ai . Ay i
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¢u daaruit leidt mem af

oy 4 s
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Voor een affiwor,bijv. . .. volgt uit (2):
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Jeu Dehoeft dus het proces vam toevoeging vaun 8on correctis-
tmdmtbnmlommmmwiuimm
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o
Uit de tremsformatieformule voor ’ ~ A VOlgt woor . - ..

I ‘ v & m?
&4, SO ,:L f; - A, LA,
De /;; siin dus ocveneens keutallem vam een geometrisoh object
De trencformetie laat zich nog eeavoudiger schrijvewn.Wii herin-
peren eraan dat ‘. de mivor vau het elemeat .+, (in de
matrix der /4, ) is gedeeld door de determimamt . Jef ¢

Bi‘zevolg ie:
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m de covariente liffereutiatie
een covariante - - veotor,den ig
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Pioewm

flu troeeformeert sich w, , echter ala een kemtal veq

cen dichtheid rumwmn fvids. 2t ),ie dus ( een
dichtheid vau het gewicht + 1 ,dan is ook |

5.5 i}m
- ]
&s.¢ 53313&-3&. d&»’;gdg"

.Voor een dichtheid o ven het gewicht £ volgt dus
a5y Sq- dg I qu”

eu voor cen affisordichtheid ves het gewicht / ,ujwa?;{ -
U Y WY SR N TN NP

Eon X met eon )imeaire overtrengiug heet .

Covariaute afgeleide.

Iedere covariante differeutisel is een overschuiviag van
dg met eon umm motmm Dege grootheid heet de covari-

sate mlnm w worat et g‘ mtmwm,wv
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(Pen andere schrijfeijse is ¥ TP dese heeft het nadeel lat
de Jdiffereutissrends index aan den verkeerden kamt komt).

I3 de covariante afgeleids van eeu veld cveral wul, lag
heot bet veld sovariemt ocustamt;is die afgeleids ergess wul,

dan heet het veld daar ter plastse COvariant staticesir

Symmetrie ven een liunsaire overbreow
Uit de trausformatiemyjze van /" "\ volgt

P "
gé.1 /;‘\Ije Al:a‘ I;Al
Desruit volge dat /.,
schrijven we

P42 5. R

Is 5.."« ¢, 200 beet de overdrouging symmetrisch Kae wes
S.." i des vorm

#é.3 5.0« 5 A4

schrijven, dan beet de overvrenging halfgymmetrisen.
Heest men in [ twee lyuelemen-

ton 41" om 45" eu verpleatsr
sey olk van dese pscudcparsllel
langs het amdere,das hevbew de
verplestate vectores de kentae)-
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¥r bestaen dau en alleen das iafiaitesimale pars)lelo-

TR sy

gremmen ia leder puut iu m stand Wanneer de . verbdrew-

8ing symmetrieeh is
le deo overdreuging halfeymmetriech,dan is

. R & . » M
%?f ? « 43 L i%‘ ;f?; " dg"“ TR S J
. L T voak L) '

Er bustesn den alleon infinitesimsie parallelogramsen in het

door  pepasldw xy,mrgini hyperviak.
2em X met een symmetrisohe limesire overbrengit

Rotatie em Livergeatie

Algomeen g
. . e v - e
g} ’ g W*’ ] %"WAJ ‘ ‘v‘ 5‘} @ B @&W B " o <
B een gyimetrisehe overbrenging is dus 7 . onafhankelis
-Yon de kouso ven dv overtivagiog.1s W . ea ; veoter,
J8a 10 evewsoo voor ., v
a7 Low, a0 %

Mew sosmt , «,, @8 [ w, , wel de rotatie van het veld
resp. x, ., ’

. »

Is x  een mmmm veotordiohtheid van het ge-
“m L p“ " -
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Hen moemt 7." 60 7, » 'wed do divergeatis vgn Bot veld
%y

reap. o

Geodetische iynen.

mmummmmf ummm\ummm
ale 300 rest mgelyk Deschourse, manneer do Usnghntisle vector
langs de krowse Mj pesuiopareliele verplestsing tangentiasl
mmmwmwmﬁ |

Besthouw sen kromse on lag op dems kromme of 0p esd Btus
MQMM“MWMW‘W
Thup o desenbRmEkspssRTResnReeeRi Ko cviere cas T
wanrde vak ©  (eveutueel twewehen Bekere gresten) hooct dar
66 punt ven do lremse ¢ host 0en P do kromme gedetiniverds
porsmoter tu 48 2 ess tasgentiade vestor ca de conditie
mma«tmumsd o ricbting ven | hoert
dos

o
50, ¢ % ﬂ ww;f ,

waar o de een of tuters funpiie wvan »  is Het is jumser dat
in dere vergellfeeg, die 4l de definitiovergelijking der gevas-
tisvche lijore te Doschouwen is,rechts 4¢ snbekends lunttie
optresit.len ks nu de *vasg stellew of men den parwumeter
misschisn doar sen anderen paremster ', functie vaa -,
us - ‘i3, ks vervangen sdd,dat Bet rechter 1id verdwint.

{#8-1/ leat sich ousetien in |
e;x &

8.3
i&f J‘iq #f‘ o o
3& LT ek M‘?’"ﬁ
. de d
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Het rechter 1id wordt dus dau ¢g alleeun den mul wanneer ° vol.

doer asn de differsutisalvergeliking
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wgarvan de oplossing luidt
‘%3’ ﬁ . C;' f I“i c

Hieruiv volge:
1. Er bestasw op Jedeve gendetische lijn paraseters,t.o.
wasrven do vergellking der ilm lutat ;2 73 - o ae,
vitgesmbreven

#9.4 ‘L{ o dgt eyt

de’ ﬂ‘* et oe
usn aoemt desze parapeters amtuuilike Moprmm
tere (& faal naduwnpt mirly ok son fut 1 wradisn).
@ Heeft mam dén pos'n matwurlijiee parsmeter.bijv | .des
ia fodere andere iu dem vorm te schriven
1, €-Ct-8

(@it 18 eem affive transfor-
wetie)

whfrin @, o t?; willekeurige constaaten sijn.
verasdering van (. verlegt het oulpuat,verssderios
vas (. versudert de.mast”.

Up een geodetisthe mmf kan mon dus weligwmar aog
uiet mm“%mm stuk,mmer al wel van de
&WMQ m twee mm Stuiken.
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Wordt im iedere lokaslruimte een fundnmeglanltensor
van dem Msag « {ugevoerd (dus %aég?“; # o O den heet 4a
A, o0 | Tueen ¥ s aan dedere 2-° oon getsl toegs
voegd

5@.9 ﬁ’]“fdd&dx“

Is de 9,. positief,respd. negatief definiet,dsw is dit geta:
ctoodu“panimor, resp. uegatief.lu 4o relativiteitotheorie
hebben we gteeds te maken met een fucdamentaeslteusor met de
signatour (- - ~ + ) soodat ;”m*u@;' seowel . ale -
8lé o kan sijn.De krommen,die voldoom eanm de vergrlikiag

A, x
g
A 9»4&* s -e,

£

beeton wullijnen.Zy hebben iu ioder punt sov riehting die cp
dem moute) ven dem plsatoclifien malkegel valt.ls ', % TN

dan schrijven we

4, =
qotJ dtl‘ ,?“*“'
s {/;

De ljnen mot «r'»° hebden tugechen tmes Justes een duur - |
deze 1Unes bebbden ses tijdachtig karakter 6n kunoet wereldlinen
sijn ven dowegoude nessepunten. [47 is de ,elgentiyd” leuge de
wereldlijn,d.i. de tijd die oon peedewegends klOoR vem nature

28l asweijzen.
18 8“ ds de” ¢ 0 dau sohrijven we
1!4‘? dg‘t v ”3"* klﬂ.g
De iijuen met 43'> 0 hebbeu tusschen twee puntec een lsagte
{ds ;aese umen nobben sen ruisteachtig karskter ew kuunen

goKtijdsghosdsitiomn aj, fds 1o do leugte die eon langs o
kromme gelegde meetdaud van W el aauwijsen.
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Voorbywlden vas veraschillends ds” .

R ST SN

ﬁmmmrdiaamn in de gewoune &

4
30,1 dt‘# dwzit Jj&—: dt"i Zad&‘

1) Poolooordinaten in de Miokowskische K, :
2
~dt's dst s dat- eldt

:xctwff-f . des thendlf sz df wd f
?‘.l {ctrt M‘t‘f ; edt = &M?*‘dq’”’l@

2
?’»3 ~dt?s datw d!x*‘ﬂzd?
3) Boloobrdinatem op bol:

. 2 2
g4 ds*. R¢e’s Rute 4y

m“’»?f
4) ®lliptiseche codrdimaten ia R \4" —
?
51. “1‘ M . a’."-& ’a“’ JA JA) (a.-y dAl*—a‘:i{dl ‘ -
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De overbreugiug ia eeun T
We wragen nu of aan eeuw 7{, een bepaalde bevoorrschte

liveaire overhrenging toekomt .Een natuurlijke 2isch is,dat de

lengte of duwr vap sen vector niet zsl veraanderen bi} pseudo-

parsllele verplaatsing.Wj eischen dus




9.
eu deze vergelijking woet geldsa voor iedere heuse vag "
wanaruit volgt dat

»

2.1 ~
3 5{3*”%6{! l;“?”ao
is,voor iedere verplastsing dg”
5
g+ 5‘{?;\« o
In woorden:

de covariante afgeleide vag den fundamentasltensor moot
»  oul zijn

is hierasu woldasn,dan volgt als bijresulteat. |
De operatie V u do operatie op- en ueerhaleu vaw indi-
ces sijn vermisselbaar: [us L4y « o* .V
Risehen we bovendien dat de overdrevging symmetrisch is

(4. w. 2. dat er infinitesimale parallelogremmen ian ieder punt

en in jedere stand bestasu) dan hebben we voldoouds voorwaar-

den om de /;; te berekenen.lunderdaad is

e

ﬁz,a 0 = Z‘;“z 3/,.(7,',('- /u\;,m“ /‘«;Ap
en dus ook

r "P
o= /7 (?f/“ “‘/‘ ;“ﬁ)

7P f’
:‘QK;/‘A v / ;’o'\ t Kt\[?'p}’la
/"Hr
Pellen we dese drie vergelijkingen op,dan wolgt wegeus /...

sza.‘f Z(uc
of

. K E 3 &
g1 4 /,m a’tg (,“2{,4- "*2?!’ /‘?ﬂ‘*)~

De uitdrukking rechis mzrd he'h aara'b ﬁmr “

it

= ( j)x gA;ﬂK"%;ﬁ*,}/




‘ Sy
voerd (1869) en met r: } asangeduid (Christoffel-symbool ).
Tegenwoordig schriift msn i;d -

.2 SO S
93 "; A iﬁik
Riermede is mmwm‘,ga@ or in een 'Iff dée eq slechta

één liveaire overbreuging bestsat die aymmstrisch is eu waar-
bij ¢e covariaute afgeleide van dem fundampntaaltensor vul is

Ljaee vau extreme lengte iu oen 7,

We willeu bepalen of er i een 7, tusschen twee gogeven
punten verdiudingslijnen begtaan veu extrems lengte (dus or
korter 4f langer daun alle andere verbhiadiuwgsliinea. } Voor de
afleiding hedden we heot begrip . méesleepen vaw een veld"™ woo-
dig- |

Stel ,er ie in eeu X, een veld gegeven,bijv. esn vector-
veld 4" Verder si] gegeveu een imfiunitesimsal verplaatsings-
veld v'dt Mem kan san dit lastste veld een meetkuadige be.
teekenill goven,door sich voor te stelleu,dat sich alle punten
vau de X, over eeu afstand 4% verplaatnen De X,, ouder-
gaat dearvlj dus cen fufinitesimele deformatie i zichzelf Mu
coustruseres we uwaast «” een nisuw veld.We voereu een nisuw
m&rdimtmﬁ«lml in,soodanig,dat we san olk verplastst pumt
f‘* ¥ di ge onde colrdinatenwsarden § ® toekennen en aan
het punt met de oude coordinsten 'g“ de uieuws coordinaten

F“-v"dt _Nosmen we dio nieuws cobrdimsten [  dan luidt
dus de codrdinsteutragsformatie

gt g“} &:( g"w: FRPTY O
s o
" g x’ «& L Aﬁ d 2’ "y *)
, A;' i %g * 5u‘ ( Ay -V @
83.3 : T g e ;
3 L ,} TN & \ 5
A a» # ‘%]‘v'xi (Aﬁs *E%Wl‘ ) ' i ’



Dit proces woemen we .messloepen van het Mw&xw
over ydt "Fu vooren we het aleuwe veld naast w  ip Vap
dit veld verlangen we,dat het tea gpaiohte van nat um»
codrdinataustelsel,precies de-selfde kentalien heef't,alo het
oude veld 4" tem upxichte ves het owde stelsel Bit proves
noemen we .moeslespen van het veld 4" * Daar dis veld maar
iufinitesinaal vem #" versohilles 2al,normen we het u' 7'

du 1o dus het versohil ia veldwmarden (deide L.0 van het
oude aysteem),ven bet pude veld in § en het pieuwe veld ie
Ee v'dt 1n net punt (% #"di is dus de velewsarde van ait
nieuwe veld ten opaichte ven het wisuws stelsel

# - ] 'y
5"" H‘rdw‘u 5,, u“,

waar «" de veldwasrde in ! ten apsichte van bet oude
steloel ia.Due i die veldwsarde t o van bet cude stelsel

L) a ;'* ’
PSRN JC NN oMY/ R
waaruit volgt

T o« o "

¢
3‘7«3 £z o B,#‘lf

Op deselfde wijse rumypiossaxist bewijet wen dal voor eon <ova-
riast vegtorveld geldt

e

»
4.4 dﬁw..ag;%w it

b
en voor een affiunr,bije. 7’,'.,..

> . Aopas L0y
2?":”,( f" gr"“rp*r,—sar’“;"ﬁ%*’ !

"

Do aitdrekking { «* 1o hlijkbear gess vectar,wamt uit

"?”v‘ 41 “’?f y-*".ll .
’”69 ﬁ’jlvua’i WA:;M’ N V‘ﬁi mwd.?yﬂ%
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Bu geldt unhﬁ% gewone (niet covariaute) differeutiasl

[1d

ot 3. AL

#
35:’ du«w J“‘K &-‘ da o

Y " .
en daaruit velgt,omdat . A,  symmetrisch is iu A
] ¢ g t [ ¢ .
99.2 dutle (dut At ) < AT (un Au) < AL 5

We hebben dus een nisuwe covarisate differentiasl gevoudem,
die meetkundig voorstelt het verschiil tusschen plaataelilke en '
meegesleapte veldwsards in ¥ +¥ @L en bijgevolg ook (differen-
tialen van de tweede orde verwasrloozeund} het verschil tusscheo
dege beide veldwaarden in het punt ¥ gzelf.Daze differeutiaal
heet de Liesche differsntisal.voor eem tewsor F.. is dus
bijv. de Liesche differentiasl

M A ) - L] ait
gs.3 % Pas ™ (3’ D Pre * P 20" v ‘)n
d.w.z. de veldwaarde van het mesgesleepts veld ia g“ ie

54 Ib*“ '“(v‘?“ l."”". '*fﬁx?a"“ + /’J\/o ?kb’ #)dt .

is de Liesche differentiaal voor eeuig veld bij de verplsat-
sing v"d+ nul,dsn beteekemt dat,dat het veld b het weeslee-
yeu in sich s6lf overgest ou dus tegenover dat mesaleepen in-
variaat is.

We gaan ou iv een 7; esn kromme bheachouwen dis twoee
punten f;’ 80 f; verbiundt .Geeft mmu &an de puniem van cle
Xromme een kKleiwe verplsataing "4t ,die in 7 en [, wul
is,dan outstaat er e’? nievws

kromse.Is de lengte | 4s extree
_dau ie de variatie ven de lengte
bif de verplasteing v'd ¢t aul.
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precies hetzslfde eff‘ect op de leugte habbeane woten al,dat
de veldwasrde ven het meegesleepte veld in B" ig

i\é.l g 3‘“‘ 4];’.3?‘“ a&,\“ b (u-}v" %2)‘“ f-g’“x?)\v‘f‘gxﬁ?y(g")o{-&

(3 teekem,bﬂﬁat het meesleepen hier over -v 4+ ﬁlaata heeft

en due is
gt SS“ =3 g(j,..ﬂ“é”dg )t
(g gt
' Mear unu is de = ¢ omdai de kromme rua’cig blﬁft liggen,dus -

f)‘;'“'5 bae - iﬁ;’a 45'45°) ég o (v /,3.”3“3“» oH

o
i ii (e - (/"“f%” rr T "Cw)wf

LY a/* afm)
i did '-;.‘,-»CJ" (i
- j‘ ;4’& ; My = \ d';, \) 3
- Nu kan mew een partieele integratie tdepaasen
VTL BRI (P’" s 4L
géﬁi . } 5 ’J:: - g d& T: ’v‘u.) - d«i‘
' 4 .

L

wa.arui‘t vclgt als modsakelijke an vold.oende voomarde voor
een extreme Jmate ( of duur )
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Uit daze vargemkiug valgt" - .
1" éa:l; aa extreme lijnen in ean "V; ,tegelijk de op biz.d

ga&.eﬂuimrﬂa x*euhm@%n af’ gwdmimha lﬁnen aﬁn,
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Het lijuelement op een bol met straal 1 is

2
97.1 ds'e slbadp s o8

Feem €= ¢ , §=& ,dan is dus
| 2

gu = ("”‘" §1) N _gnz.,:' © ’ 921” 1 3

.2
97 1 / o a1
) - ~—1 ; = ¢ , ﬁ = 1 -
g [ME} 3
eu bijgevolg
1 2
/‘;1 = J{] ‘31211‘“0}
/ovr y 119 _ Mglwﬂvfl ars U
.IZ. = F xj” ho W--————-I—-{fo) i = M{;} 7
- 7 ‘
g7 3 12 = 0,
4 o2 R .
/"1’? “_i .z; m..‘g,.,..j mj:-_—-»m‘ﬁmb’)
2
[-'l,i =9,
[ia =0
FE T
zoodat P
"
- 1 2 & 7T e &
Sv' = dv' « v fhmg A P
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Wordt v" m:«:wudnpg.ranel verplaatst,dean ia
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en dus, zooals hot hehoort (lengte vecter 1nvariant bij pheudo-
perallele verplaateing) '

i
K

i

?IU’ dmﬁm«é’d(z’%llfﬂ . ﬁm\@a’é"

i
O

Uit (98.1) volgs dat de meridiavem geodetische lijnen ziju.
Lengs een parallelcirkel ¢ = U, 18 4 P = dus

’dv‘» - ;.:91 0{(]0

98.3
dv’ W e &, e &, "{90

uit welke vergelifking volgt,dat de parallcleirkels geen geodd- |
tiacha lijnen sin. | : |

"

Is in eeun Depaald puunt ? vau den parallelcirkel I’

¥

"gelegen in de tamgente,dus —m ¢ ,3aun zijn ds keutallemn van den

over 4{ verplaatsten veetor © en ¥ w6, ené. 4§ Do leng-
te van den vaetor v,o0 is v " 8, ,de lengte van den vector
e, v &, er 9; . is v an g, ere é, .De vector i8 dus gedr-

e T e ! i

draaid over een hoek e« é{, ai&% .Aangeéiau élle vectoren bij
een pseudoparallele verpleatsing over dengzelfden Roek drasiem,

geldt dit Wr een bijzondereayecter ai‘gelaide rm;taat,wbor

all& Ve t@tummamt men la;ngn deu parallelcirkel heelemaal m

lat vlak zou de hmk 27 bedmgamﬁam ;
%ﬁ ven hef gakmmd usmn het spperviek, |
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ie dus 27/~ 6 | eu ait is juist het cpperviek vem de bol-
kap wasrvan de parallelcirkel de rend is.Algemeen geldt op m
vol met straal R : ‘

Is de omgemde ivhoud & ,dsun is de hoek tusschen begiﬁ;:

en eiudstand 47 — %1 .

Brengt men een kegel aan ,die den bol raskt in dew paral- “

0

lelairkel &= ¢, en slaat msn diem kegel in eeu plat vlek uit
. dan ontstaa.t een cirkelesector met straal ? eu hoek z#mé' ‘
' Dearuit volgt,dat de peeudoparallele |
Verplaa.tsmg lenga deu pa.rallelcirkel

op den bol en op den kegel dezelfde i{

‘We gaan wu in een algemeene. J, berekenen wat een kontre-
variante vector doet bij pseudoparallele verplaatsing langs een
gesloten kromme.We wnemen aan,dat de overgreuging symmetrisch

is en er dus iuvfinitesimale parsllelogramuen besﬁm.ln‘ gulk

; d.{ rr MC., eeu infinitesimaal parsllelogram breu-
B ,! /"‘ / E: g gen we ven vector eerst pgqudoparall@ii
& ven A wear € via B8 en dan ven.
i | ;% A naer C via @ .In 8 is de
"D veldwaarde van / A geworden
/"E,Tg“ /-wvr . d{ 2, /;’;

-2 -3 K - K
en in D evenzoo //‘2\'*' o ¥ 2,, //«A

Derhalve is,als we beginnen met eem vector v in A, de

pseudoparallel verplaatste vector -

in /3




wpX L PrrKie oK, Tme g L00.
- zf"...%lg C"”v"#"fffppﬁy "“3’3 f""‘fg /;7? ";v-dgpa(gv’?gylw

1 L

P .
r.%zh i;)‘ r’[”,v’ —g-‘éwm oo dancle .o'wlt
. O S "% uc L NP Y Rk | | '
= 2)'—-05&' i/u,\v-,gf' I"+d‘5’ SM({;;C“; ,,fr/;,‘:f"’)z
en in C) via ) evenzoo (verwiasal d en ml _),
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Hey verseglgil tusschen de beide ~waardén ‘i;e dus

ng”g{ Sﬂi a",aﬁ r”“;x t2 [E"’;fs‘ r;A } v’ .
Daar. dit eem vaétor moet zijn en @it gei'dt‘ voor iedere wasrde
van g!g" , %g“ on ¥ ,is de uiidrukkiﬁgtnésphsn eccolades
seu affinor.Deze affinor
wos RM} . } /;; + 2 ﬁ”f” /NA
hea*t de kromtenffinor van de ovarbrenging ;{s de overbreungiug

f' '} [ K
Rimmmmmh dan achrijmn we ui

w

W A .
K
Msu kan tot A, vain 00k komem door esen vector tweemaal

kovariant te dlfiarautiearan en dan te altemearen Ia de on—-

ﬁeratelling dat de averbmmgmg aymetrisch ia is
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De i&@@%it@itan.

Voor dew kromteaffimor hestean esmige idemtiteiten. In de

eervte plaats volgt uit de definitie de eerate entiteit

1) R S,

Alternesrt mew over » .~ )  dam volgt uit (/00.3) bij een eym-

metrioche overbrenging de tweede identiteit:
s e o Mg
;E} ng‘vaM }“} we o .

Is de overtrenging Riemamasch,dan is

Por o« v w3 ;e e
o 5 P S| :
F AR JU, 6"":} (?’} o o ‘?f ¢ ?f PRI ;’4@;; -on Lﬂa;w",u s ;;‘"P
€9 1t 18 de derde identiteit:
. L
g '
,avggfj »“%, b e ,‘;l N =

«AA, - ) ', « 9 M&Y ~ ., .\ N
Eindelifk volgt voor een Rismaffbche cverbrenging vit de tweade

en derie identiteit

P Y y
f s - w {w’
/o2 .]f}x e = 3 2

CERY. I

L a?wﬁv oY ‘E,V*L B
o ,4.}/44”‘ Py b ';_fh

o }{{wﬂmm o ‘;?%;Aﬁ;b’lk N ‘Y(éfyx - j{,«ww
04 7 :
=AMt "’}gi;* Aw T acw
v ) .
= 4 %w» an H B2

an dit is de vierds ideuntiteit




y@m h@wwﬁa nu gerakkelljk,det Z met het {og op 3?,‘Eran

¥ verveugen wae vorden door de icemtitedit

CAtozm fyj P LN YL S ¢/ vergelijkingen.Er bdiij-

ShT-Ge serite knveriante aigeleide vaw dem kromteaffinor

ren ldentitedt die naer Bienchi gﬁﬁ@ﬁma is en

L —

Wi 19 aeken ven de volgende hulpatel-

@:@rvf@*wzm& H&m wen het =odrdianaten-

e S i 1 TR S T

‘e 9m de gesymmetriseerde afgelei-

L —

uBZ. in eeu bepaald van te vo-

. [P e

Loasn te wijzen punt P (mear daz ook im het algemeen ner-

; m}u ig’ghﬂfb(&;y‘é) i@ux ki {,M dew,

¥ v e A T AR e n e e A

% zoodanig cobrdinelenstalsel (fver eew bepaald pmnt-ﬁ

e oeT slecohts éém;,m@@ in /- Eomormalisesrd. )

van de T&&Kﬂ@ﬁﬁWlRKﬁllﬁ& van dezse nnrmaalaaaxdiu&tnu'ia

gww W@ hier M&:‘ @@i‘&»t@ ?mnm
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verder

. wi L ad o % &P ~ op
{95_3 eu AA - &b{\;‘“r) ) }A ’Aﬂ,‘f'.wwmmm.
i3 .
en dus in 5“
iy ";’ A"f' f-w LY
en daaruit volgt im ¥
®
’ X : '
N i—-y 2y LV Y - R "‘ ‘
0B 8 Y = An’,&’.\‘ i/‘) - ‘A/ax a.“;
al p 2 ex | w! ) 9
w, AK ,u" ,);’ /ﬁ‘)* - Aﬂf"x /;t)g E 0

. Wi T, L
Mea kan /.., in de ¢.TXUC Zin.van § outwikkelen iw een

Het bagiu van deze reeks is

: "’R! atl":
7*’%1‘é /; u»}R oo -

@(/.t}\)

- , «
raekd nwear ¢ - ¥

& a
ve vardere termen vevatten meer dan &én factor G'w‘g ,}ﬁn ver-
des grootheden dis zigh laten vormen uit de koveriaute afge-
.0 8

laiden van R, rps W) kununen nu de identiteit vau Biawchi ge-
makkelijk bewljzeun.

Ten opzichte van eeun stelsel van normaslcoordinaten in P

’ w o o B s s v &
16‘5*7 ‘%; fﬁyﬁgA = ﬁm ﬁy,wi P 0w ’3 aw /‘3;‘ +(q'n ’r‘) I;)k*
' K r.
¢ Cycﬁ 9, I;n)

iuderdead overal wl. . ’ ; ;




dt wen door vouwen masr »x een Bieu-

%

P ANES

s dozy affinor eew teusor,die temsor vam Ricei gerioemd

inlerdaad volgt uit de vierde identiteit;

/2 LK ) J}E,r,..:n
) k"%ﬁ }‘f"" - hi’ &};i’d: A e "”M:L'

Uit JC,., kan men eeu sculer afieiden
1054 X > Jf
e [_ .- ; i,ﬁm *

i /4 8 N 4 g > . o -V
wirm b voor » =4 Cus  5J0) hest de gcasleire kromming ven

o,
-

& i

a6 qfﬂr«;

U4t de Biamchische idemtiteit velgt door vouwen unaar > K
. ; .. & :
704, F R ¥ 7 R ) 7y R = 0
A ' Pl o
] -y 3 K ig; N 7 f:? coros i
¥i ) : TS I Y

2y eer. Riemamnasche overbrenging hebbem we Cus

A

&

; . i 7 P Woouw L ow A
"/‘}’i’g Co. eb tgg w'{n}i A = é;;“i J L PR

; N :
Tordt deze laatste vergelijking overschoven met (7“ ,3an outstaat
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Vpert men nu 66w uisuwes tensoer in
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1s voor de relativiteitsthwu rm Vaa im%. motaw hﬂ%

dat er in een Riemannsche ruimte vanzelf,d w.z uit.dem mi
meetkunde in die ruimte,een tensor hestasat,waarvan de di-

vergentie wul is.

' If‘ﬂ s g M
Als voorbveeld berskenen we »fiw . voor eem bol met’

wwal 1.Hat keuntal Jﬁ.f +2 bepaalt allm,bmdat hisr 7= 2 is.

% Ledden (blz. 497 ) -
05,1 r) e - o |
A ¢
Iy )
ﬂijgm 0lg is ‘ : . |
ﬁ_ ol | ?ésa 7 F 3’; f& “’; : :”3’ 1 m;a: ;:3: +2 /‘I-?:{ ’:;’
| | = 2+ | Eiﬁg fi{“_fj o e B oaes © :"-i% + 0
g ; t :
= & & - é:ﬁ . anté . ' -
- - Ml 8 * . ;

o dus




;"]f, "’5?}’%” = 14742
“goodat Jde krm'xg wordt

ra: j]'{w 4

zooals het ock behoort bij sen bol vau straal 1.

Hel gravitatieveld in de klassiecke mechanica.

Iv de klaseiske mechanica is een gravitatieveld in elk %
geval altijd comservatief.Er bestaat dus eeu ardeidsvermogen R
van plaats (of patengiaal) W

. P
‘/al.a r\fx = “.fg“"g ’

Hebbeu we eeu gravitatieveld afkomstig vam ééu massapunt,

den is 4

/&g,d; P”&' - éﬁ; JZ/ .J?Pw -{'m«~~ ;au»v#‘w

hasruit volgt dat

CR N MY ¥

e R

1065 ~(7.7) .

Maar deze vergelijking geldt aok voor aen gravitatiewld
efkometig van wec.dere massapunien,omdet de totale potentiaal
de som is vaun alle afzouderlijke potentialen,en de vergelijking
( 106.5) geldt dus ook voor eeun aigemeen :veld maar alleen in
die punten vam het veld waar zich geen massa bevindt.ls er wel
masse sauwezig,den zal dus het rechter 1id vam(i06.5) een wearde
krijgen,die vau de passaverdeeling a,f‘nangt De smtmmm it
bimmn een bal met strasl " om O ,an.gm m m ‘
6en Gichtheid 4 gevuld,is




iR . n®
Hieruit vuls‘“*

wys o rP. RE . -fTp AT W/‘/

Hat 15 nu gemskkelijk iuw te zien dat de vergelijking
ey Y

T e tap tan TP

altijd geldt,ook voo.\” niet homogene mmwwdgim.wgﬂt in eeun

bapeald punt sal de grootete bhijdrage veor P afkonmstig zijn

van de mtax‘ié in sen kleiune omgeving om £ ;0u tew opsichte

van die dijdrage ( © komt in den woemer voor) sal de rest te

verwvaarloogzen ziju.We komew dus tot deze couclusie:

In de klassieke mechanica is de gravitatiekracht de afge-

leide van een potentiaal emn voor dese pmmﬁim geldt de ver-

g3lijkinug van Laplace mot een rechter 1id dat alleen afhaungt

van de pluatselijke dichtheid van dv materie ew wul is voor

punten waar zich geen materie hevindt.

B S —

G7ay 1twwvem cuntateande door afwijking van de gM van de

Jaarden -, .o em < .
Indien de 8 . Goveral de waardea
. & @ 8 ¥ A
k r = - e g e ° LY ®
7y ?u : 3“ - ?ss ;}w L j;,: ¢ 4

hebben, hebben we :e maken met eeu gewodue Miukowskische R
met een orthogouaal cartesisch cobrdinatemsteleel.We mmm-. :
wen unu esn mimtetijdwram met eewn wbrdimtmml%l ‘t a ’
_ slechts mimg van de 3“, wmmm |
stelling) ‘

waarvan de %
ste onde




408 .

dlijn van een massepuunt mcet veu het cobrdinateustelsel

ankelijk ziju en kan dus alleen oen geodetische 1yja aijn:

[0

v“ d ‘ o " dg dig
108,71 ;F§ s = .. FE T+

L, 2 o %
Yy eer - g S 4F

varder nemew ve uan dat de suslheid van het massapunt klein is
t.0 van de lichtsuelheid,dat wil dus hier zeggen dat de rich-
ting van de wereldlijn niet in ds nabijheid vaun den plaataelmtenf

nulkagel van g ligt. (tweede onderatelling)

Vaar .

N gy M‘“"Q 1.4?’\& 437 "_“_fl‘i.s*
0d.3 S w - |- 3“"“"’ a:} Lan AT
/e 8. STy R VI dr

Teuslotte uemen we amn,dat %, slechts langzeam in den
Y ;f ,

v Veraadsrt veaywlekdn met de verandering in de
(derda ounderstelling).
Recupituisiiv der ondersteilingen:

o ¢, kleia.

2. awelheid massapunt klein t.o van &

3 ¢, verandert langzmaan in dew tijd.
Dau 38 @ £,. te verwaarloozen t.o.van 0, « yReb |

~ We rekemem wu [\ uit en verwaarloozen daarblj groothe- ‘;

den die van de tweede orde klein zijn.Asugezien

g PN ;.J“"(a‘;w %(7,», w’?’r;w)

gﬂf’ ’3 z f'a y ‘“f;)




ks ¢! §,7 dy} & ﬂf,w s
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jﬁ,t . fﬁbﬁ‘ \ gy ™1 &.{( ?m% w g ’5«“67#&* DI UEEE A S

zoodat ﬁ eﬁhg hier de rol speelt vam de gravitatiepotemtiaal
o

in de vergelijking van de versnelling ven een massapunt met

wigse J . In eerste bemadering bepaalt dus het veld van de
componente (?yy alleen de bewesging vau ceun massapunt.

o

Wo meeten wu wog ziewn ook in de algemesns theorie de q
vast te leggen aau de massaverdesliug.Voor de gravitatiapo%;nm
%ﬁ@mﬁ beatoud een vergelijking van de tweede orde
T ( ‘B g »@L . 1( p}i \3 g'& o ¥ T4 f
We moeten dus verwachten dat er differewntisalvergelijkingen ven
¢e tweede orde in QQ<§'“ bestaun, waarvan de rechter zﬁdalzet&
pavat dat van de pateris in dewn mrest algemeensn zin van het
woord dus van ressa’s ewn eleciromaguetiache velden afhangt.
peze differeuntisslvergelijkingen moeten m@tuu§1ﬁk den invarian-
ten vorm hebbewn eu moeteun or 10U 2iju,omdet er LU onhﬂkeudau ziju,
a.1 s 9,. D@ keuze is dus wiet erg grout Komitaulew van %}M

&

die wlléen ven de &f@alﬁadeu van éxﬁ tot de tweede orde af-
hangeu, ziju a‘llwn'j V;; ' R j’{h ’ ? en 8” zall eun
functie’s van deze grootheden. ¥ ' '" zelf komt als hebbends
20 kentallen uniet in eanmerking “ractisch blijft alleen de mp--
geljkheid, dat links een tensor (10 kemtallem) komt te staan,
die uit 3&»& s Ait an 3;& is opgebouwd ew die wnul moet
worden op pleatsen waar materie ou electromaguetisch veld ont-
breken.Rechts moet ar een temsor komen te gtasn,die voor mate-

rie eun electromagnetisch veld karakberistiek is



ahdart -

be elsctromaguetische impuleensrgiotensor.

Voor het eleotromegunetische veld is dis tensor aangewezen
ve vergelijkingen vaw Maxwell latem zich n.l. iwn 1lgemeeu cova~
rianten vorm schrijven.De vergelijking (#£.27)

4.4 e QV}’)“M - g ?;;wz © © A

heeft .don invarianten vorm al (verg. #73 ).De vqrgelijking t

(y6.2 ¥) voor o‘é’teﬁisﬁm coordinaten in sen R,,,» kan ook ge-
schreven worden

Y ]
19, 2 2 F ¢ xr - .4
/

mw3 §° ,g‘ A VAR of' - ’J(Jw, o

£

¢
N

want 47] is iu deze mréimmn seu constante.Voor algamaeag
oabwdimtm is :J;' sen dichtheid vaun het gewicht +1 en e
on ¢ ‘ afin dua '*aspwtisﬂ&lijk sen bivectordichtheid en sen
vectordichtheid van het gewicht + 1 ,I_)e vergelijkiug (0.t heeft
dus wu den algemesn ebvgrinntm«. vorm en ka.nv geschreven worden

(verg. §2.1 [

¥ 2 s BB . K
.4 1’_"’!9’,5 ﬁgﬁpgwg

ey

oit '§7 leiden we alo op blg. 7¢ den teunsor

% 3 .
o, § S@c»au}: ‘wo"‘ é;;n}%im %#2*’

af .Dan gaat de uitdmkking voor dem vierdimensionalen krecht-
vector (5.6 ) over in

o ,Iwm
we. b ‘£ .7 S

P
#

zaterisele impuls-energietensor.

‘mm m m Mwl&&m yensor voor de materie af-




g & ! 2
Nemen we eens saw dat we im een Minkowskischo /% v 3N met pge-

¢ . A B 3 5
wone Jodrdinatem s x |, x “Y s EeX ,rse t Dan ie hov ver- |

teud tusschem rudtmasea en masse /. bo. )

[ ——— d e
.3 “ Vo - i
vt wm 9w V1 ‘/3 = e o ¢

Bu word? echier semn rustend »olumo, DEOOTIEOLL UOOYT LUN NAGY-
newer met sualbeid »  iwn c‘.a'?\fawegingm*it;htir@ﬁ arkors gezion
wet een ragitor V:'T,é“"" Dieuntengevnige zijn Jde voluaing waardosr
We wm  resy. wn moetsn deelen om de gewone dichthei:d /M- ram;f,.§

de s ol hdbeiol
/& te krijgen,niet dezel i'de,zuodat |

A
. T
1735, e é}:’/ .

Dit geelt,ingevuld in (110.'[} {carteciscl orithogonani coordi-

natenstelsel)
» e — . ot o M 7‘ t
711.3 ; = /A it 4T /“' It Jde ['% { 1

Stel nu dat we materie wet atomigtiscuiie structuur hebben,wsar-

i

4 -

van e deelties snelbeden hebben die veel van elkaar vorsehi’-
Jen.i) Dan zZulleu we wdar %ﬁt ,lat is dus voor u* v uq" s
u‘ , € in elk puni zekere middelwsavrdsn moetéen nsmen aver
sen zeker gebied wearvao het zwuartepuunt in het beschouwde

funt 1igt.Zlj de smelheid van dal zZwaartepunt gLF on Jdo gnel.

heid van eepn deelije t.o van het zwasrtepunt ?f‘ﬁ dun i

.y we uf vt
&

en de uitdrukking Ve P verdwimt bij sommatie over hel loels

gebied.In de uitdrukkiag

%
" s u i u'wx/'-ﬁff'*/”vy'*é"’ ’ ©




112,
verdwijnen dus bij de sommatie de termen tusschen de Laskjes.Te
vorm Z/ v‘Para' 'verdwﬁut echier nie. . Neem bijv. ?’:/u 4 \«’fl .
welke uitdrukking voor eewm waavnemer,die mel her zwaartepunt
meebeweegt gelijk is aan Z Y ,,f Door eeu apperviakjs
“x da stroomen pur tijdseenbeld de dealtijes asanweaziy in sco

£y ) .
volume dx « x ## ;i eu dezs Lebben samev een - impuls

dy d«
e dt dx J—f JdZ -Ter tijdseenheid em opperviekte eenheid
ig er dus in de vy-richting een stroomivg vaw de - impuls
dx dy de oy
groot w7 % .Bljgevolg stell Z A A g7 voor Je gumid-
Vd
delde stroomingsdichtheid iw de ‘iw richting vaun den - impuls
Daar impulsverandering per tijdseeunleld krachi is, heet't dus
py V\V? de beteskenis van een gpanning in de ¢ - richting
s
in het X2 - ylak of ook van kracht per oppervliaktossnheid,dat

ie dan spenning {schuifspenning) in de ;/ richtivg in het ;,'z.,

£4
vilak+Noemen we deze spanningen f’ { Ve is dus soen druk-—

of trakspsuming),dav heeft mw / de volgeunde metrix

“3 4 1 24 L4 »1 w .
potpes /"'/‘-”'I‘fff forp sl e
wr Pt Pt gt et
P A S Sk (e
/Mf:l‘ /ueﬁ(‘k Py ;4“ /ua"'
Aan de zijdeu vam de matrix treedt (met seuw factor < ) de

- . ] 1 L 3
vierdimensionales impulsvecter / I R s 44 & Op

(verg. blz. 61),wearven de impulsdichtheidevector o« : , us ,
1)

! P &xz
tasm 7 42" ju plaais vanm 7,
, dt L



b
Pe factor ¢ v dst de impulaenergietensor der materim de-
nelide phyé?géﬁ“"ﬁ%%a§§¥§gk%§§ib§%§mJ‘& van het sleeiranagne~
“ische veld {(verg.blz. 57).Asngerien door da oo pay tuﬁma«n»
lieid de deslijes stroomen aanwazig in een volums o sx dﬁﬁ
ea deze esen aﬁgie S B A ﬁaf' e’ hebLen,ia er in de Y riah-
-ing een atrooming vau emargie par oppervlaktawawuhaaﬁ oot
e 2 -Le impulsvector is dus gelilk asn maal den

&

é
sunergiestroomvector (verg.blz.£1).
Gaan we mu na of de divergemtie 5; 7 vau den impulesuerdie-

tensor verdwijnt, evenals in het electrodyvanische geval.Nemen

we ¢ - dap is 5
. d’m Y B ) - 13 -~ i
5‘45‘? Ez r?{ T k ;";ég‘:__l i 4 V’M,,,g‘..l f{i’f ,gw( s :j,f: o e |
o ’;:»3; D vt
en dit is de bekeunde .contiwuiteitsvergelifking” der hydrodyne-
mica.Voor (. '\ ontstaat
&,1 a4 2t e 81 o 4 4 7 ) ‘ A ] k’
pnx o T apt e VR g Wpry) ey
dﬁ = 5—-&‘ 4 5:5' ¥ 3 4 % ¢ ?7 — o b
7 ’e !
¢ Y
Pt
‘ N PR . '
‘Eﬁp D p f}_}_ﬁh ("’af‘ x?}m vop g )
= L + \ * /
faz"q 7 /*75"’3&9;’"‘3”4{ 7t J
PN RS T:
of 7x QJ u;ﬁ" ol il
1719.3 " d %‘P g 1 % %
i z : . » 4,8, 9

eun dit is de bekeunde vergelijking (elastische kracht » massa
maal versmelling) uit de elasticiteitaleer voor het geval er
geen uitwendige krachten werkem.Het verdient te wordem opge-
aerkt,; dat /uc de energie per volumeenheid is die zou nutataanj

ia&ien de gahaela materie in emergie omgezet Zou wordem Val

—t v.z,r__m BRSO T e TS P Tt o e S - i S
=rgad) en dat‘?“” dus by norumla al?asmiaoha ap&ﬁniagam o

klﬁina annxhaﬁ§¥ veel eu veel grooter is dan alle mmﬂuw# ﬁnww

yammw vas ?" .In het aagamm 3@%1 m e
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| de vierdimensiounele xrashiveutor fer ix_iaterie. —f ;e 2 wil zeggenm,
dat me in (/8.2 ) uitwendige krachteun optreden en in (/37 ) een
verandering van de massa door to'egevoerde snergie. |

De gravitatievefgelﬁkingen ven Einstein.

I

Stal nu dat er behalve mechanische ﬁzen electromaguetiaohe

| verschunsel%nfgﬁdere verschijuseleu ia de natuur bestaan,dan zn,ju |
alle ,uitwendige" krachten iu het electromagnetische van weche- i
nischen asrd en omgekeerd.Voor het totale mechand— elegtromagtié»

tische verschijnsel bsstéen er dan geen uitwendige krachten,

‘ KA 3N .
d w.z. de divergentie ven de som vam S  en T  moet nul ziju.

Schrijven we uu. dus vaoor dezem totalan tensor T' dan moet in

algcmaene coordinaten gelden

S o
WY, 7 . Zi/ﬂ = O

en dpae vergeluking moet het behoud van totalen impuls en tota-

lenekergie voorstellen. Inderdead is

, | A a X o S T V)
BT e T L T e L T

en de vergelijking (1?45'?1 Y gaat bij gebruik van vormaalcoordinaten

in eénig punt (blz. so02 ) over iu
. o
4.3 /?ﬁ.( 7 g

de géwone vorm der impﬁls—~enérgiavergelijking
. N . A

Deze totale tensor 7’ ia de senvoudigste d:.en wij aau
de raamamﬁjda van de gezochte dif‘f‘erentma,lvergelijkmg voor - de

3‘”‘ kunnen’ vemahtan.muks met dus een ténsor met. loutar

meemmdége mmemnm knmu te @taam af‘gﬁ%id nit :K, g s

. en i’w ﬁ:imr entie mm; dezen teusor moet wnl wijn,

"nmakm C;ﬁ.,;,, “.De aeuvoa»
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L 1 ,
| ; " )
hierin is Kk een coustante,die we zullen berekenen.Dsartoe

nomen we weer het gravitatieveld van blz. /07 faardy de gm

weinig van — |, -7 | .y , vamchillenﬁna vergelijking
(161 ) laat zich cok schrijven

A,f.s“",s | j{/‘) = ;1 (.T;A Tg ) T' | ,

Ten opzichte van de componénta 7:,%' = /«& (verg.vlz e )
zijn elle verdere. componeunten in eemm benadering te verwaar-

10%en.De belangrijkete van alle varg@}ijkmgm (#6.2) is dus

/8. 3 ;457'" Lo T o™ X

4 A 1 2 er' ‘?w ¢t / c“‘ m] \'iﬁiz;.
Nu is w fup

i’l’aﬁ’; : : ‘ “ A TR f

e ﬁ,,x”.‘aaaax v A f;i‘fe;f}m

dus |

g s e N A A P
4. flw = 1Y Lyyy v i i _/;w

en in deze vergelijking kan alles verwaarloosd wordea behalve

N S SN /P TR

4y

hmevalge (3:{ .6) 18 dus

wy A, - 299;4,, ’aMMfN

4y
en dus volgt voor de uitdrukking Q. 4o &% . ,die de rol van

pc)tentiaal spalnn zmt
wadl
| dim, [ T
e .@A(& gﬂ') “/‘ 3.0 J
L x"{;w ,d&m autmm;

E Mem vingt. cnmm a«”m ) ,
; 'mmmmm van thid
(aimensie
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- \\Qi’ frisetinel pin sedondd v masey
We woten echter (bls. /oY ) dat voor de potemtimal FVeerat
(1.1 4 lpa ;«"W/#« } M[’.T«‘]

é/
waarin { de gx‘avicatiaﬁonatmm van Newton is 1) on dus

vol@t voor de gravitatieconstante x van Einstein

-4y

Wé. & n:‘w ‘%{a 5@,,;& 5 MCMdtl

ivdordasd lsext w (w5, ) dat de gravitavievergelifking vaw

Elusveiu lu het grensgeval overgsai iw de vergeliking -#/ /e
= 4 ?}ﬂ* der qu,gaieka wechanieae, sooals het correspondentie-

prineipe dat verlangt.

Het gravitatieveld vam @en yustend massapunt.

Ven eeun rustewd massapunt mogen we verwachten dat het
gravitatieveld bolsymmetrie heaf't.Is er geeun maseapunt,dan is
‘de dv® euclidisoh,dus in ¢ en gewowe boloobrdinaten:

3 K " .
16. 3 ﬁ‘ail"‘a- @gd/ - afukx‘aw«z“m*&.:ly

Nu brengen we het massapunt in O en ver
laungen dat de bolsymaetrie bewanrd bLYfL.
Daw woet e‘dT’ due woodsekelifk den vorm

=L/ nevben

/

ettt fl@! efue'. ;m o' -y (vdo’ !»‘M“‘Wy

%

ph. Y

waer ./ , 6 em f \mmggmxi,gé function ven +  aim.In

#

v ‘ : , /
plasts van ¢ Veeysm We wu in een oobrdinant %
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, sohrijven we 2° en 2
en voor " eeuvoudigheidshalye weer v ; dan wordsg

Voor de functies { (=) e ,j'gﬁ,,j

. b4 b8
VRO etdET e dtetld - St st te gt

ey bijgevolg
2

1 4 -1 "
s j” -, ;&.L”“z ’iu*mtmg’;ﬂ"

wanneer ¥y , [ s (,9 en ¢/ als "{;' ,32 .33 p\f?
goeuomen worden en

L L I TN |
Y3 ~7"*‘4 vt O

' ¥
Nu gaan we de 40 uvitdrukkingen /; » uitrekemen.Het

blijkt dat er 31 nul nnn en dat voor de overige 9 geldt
7 dl
/‘T” 21 A 3 A e =~

/;z --ze”

<A
/;; u~244;~x6’ £
s x- A olx
iy e A e e
. Q “1
[0 7 ®
[l csmban
3 !
[ ™
2
/"w w‘? ¢ B
[ = fe Ay
De vactara ligt lengs de perameterlijmen van ¥ .Daar
' # ¥ 4 & #
ji}’_;j" .18 / - 9 4 4,? = /,;,v b /;1, ;e = A ;ﬂ X
zije de paramtarnmu mﬁ&tiaﬂh De vaa Owgmtan .hngta
langs goo'n m.:mal mmhm Ty, o0 mzL Han

hieruit mw&: d@t ‘z, ns,w . ﬂﬂ mmmm gemeten nratmﬂ tot

(O  is.

ne Watar

. '5

//y 5 4‘
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volgt dat deze parameteriljnen in het algemseen niet

meer geodetisch zijn,d.w.z. dat esu massapunt in het gravitatie-

veld niet iun rust DALt t.c.van het ruimtelijk codrdinatenstel-
el v , & , (P .
Nu waren de functies K{v) eun Alr) nog willekeurig.Zij
moeten zoo bepaald wordeu dat
18 %#}a © overal bshalve in de liju van het gravitagie-
contrum '; ‘
a® 'e*a'tr nadert tot een euklidiseh lijnelemeunt voor
groote waardeu van ¢ ,d.w.z. A en K
nadereun tot a voor ¢ = ec .,
De berekeniung leert,dat alleeun d" v Yaa ¢+ Fa3 €D 53’ y
viet voor iedere waarde van A en K nul wordem.Voor dege

compounenten vindt meun
‘ 9 3 4 f " - '?
Gow ROl REC 0 LI E G

2 f;:"’*/:; 29 "/“"u 2’:4;‘9 “G;a?i %‘6

oo e
wé ? ;;u "

’ ? - z@ r“
: /;b "ag ,;3 /‘n /.-n ri/-“ “/;365 /;390‘6 7

?&s Sl T
2 47 4 >
gw « g Ly t2 /w Tye - /:«y'n 7

en daaruit volgt ma substitutie

L A
;{”’ l},x ‘!’#M’u’z,a

&
GO O
= iy

L1
fa
&

P

[
s
o
2
P
o,
&
ko
L

Gomgma
4

b

i@

S

8.
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” &
,{iﬁﬁ,z’ L (7*1”’)&4“¢tg"’:‘ﬁ w9

aln
waaruit bij integrasie volgt

K of
A & s / 3 N Y -
_/Jﬁ.% 2 e A - 3 WmM&W,{f}}
waarin o een integratieconstante is waaruan we voorloopig
nog geen physische beteekeuis hechten.Substitutie van dese

oplossivg in ( a ),d.w.z. in

\
i
T,
X
e
28
%
s
<
&
L\

lsert dat ook aan leze vergelijking voldaan is.
Daarmede hebben we esu oplossing gevondem van dew vorm
' , 2 2
g, A agzdrgm 6.- :-(/C,QM o '"""""‘"W &‘4{’& P 4 "(d ‘;m édy
S ] - §
;m u,,m@‘},emem veriiest zijn beteekeuis voor a'a' = of
e zufifan"gae weteekenis van o/ nagaan.De vergelijking van

san geodetische 1lijy is

: 1. % . A A
X rdE
4, s ‘ii . i TS S
A A NT AT
Deze vergelijking staat voor de vier vergelifkingen N
) dp RN L LA JI’V’ x;k,‘ @’fi#
gw.g+g,\z£, ve Jz gp “rem bt ()it mtev
ol T
& 1&’ d"’ W
; . dg o b con U — ,
19.6 jﬁ }; AT dT ke dT d1T

£ g gl g RE

»
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&

4
A g ol oY

i
dr? I dr A
R |
02 o )
“ R E - W s . )
;;} cr aj‘i“ ol o [ Ko&« dr

De tweo laatste verpelijkivgen lateun zich owmiddel ik eenmaal

iutegreeren en geveu den de twee eersie integralen

| x4y
<) T : = C,
e d T {
P # ) : 5
4 - M
} H i"‘:‘é: = "Zczj 2 - ; @&
ﬁi w § o g

waar 2, eun €, integratieconstaanten ziju.We zoudeu mu de ear-
ate vergelijking moesu jintegresren.in plaasty daarvan nemev we

liever de vergelijking

L 1 olAd { ,{) ( 3 ,)
/20,3 = (o aj){;m' et - ﬁ @{;d ( H8s4 s¥ ,des

die evenzov een earnte integrazl is en elimineeren.Elimiueereun
wa At  eu o4 wei. bebnip van de andere twee eerste integra-

lon (20,4 ) , dan onfsteat

2
@4 d& ”'3 « ﬁ( e?
N . o . - [
jﬁ@,,{; Q%& @? = 1 » 2 z m% s
of veor T = 3
¥ ® ® ¢ i 2 ’i( ’3
“ 2 A, &
/ﬁ{«f ¥ e et T f ’ df ‘
:' f“' \ [b ¥ &af

Dif mmmimm van Lév  gesft

f,w.é'“@ :{T;j‘; + fF W;:%::’“ fﬁ "‘ (j (@Wr[iji})

waarnaast we nog eens de serste imtegraal (/2024) beschouwen,

A

i m am VOXW.

[@m ‘[z‘r"}) .

Crmmm {ma.é) en (120.7)
eesi- in e@eun gra-
rog mma in het viekfe].




1o da Klassisks mechanies is

X S -
e A é’" { w = passs nitraotiscentrum,
147.2 T (?) v 4 ¥ 7.;0 . ¢ ' f w grayitatlisorngiante v, New-

~toun). ,
&
wearin @ de betsskenis heeft wan den gewowsn voeratreal.Twse
esrsts integralen s

. . & PP
B - ”":_“  oconstants (smergiewet;; [L'T ]
1.8

2204 ¥ (f - £ = constant (perkenwet); {m"xTW]

Met behulp van (/274 ) setten we (/2/.4) om im een dit"mww
tisalvergelijking die alleem 7 en SO bevat:

« rdpy ' L
rERN £ «g) T ‘f{z = z/mga e C BRI
on hier werken we ds comstents uwit door differemtistie maar @

. / dl . " ‘ . Ty
jei. b J(?g f‘d“ -%"’ 3 iLj

Voor kleins snelheden ( << ¢, en grooten afstamd van het at-

tractieieantm mooten de vergelijkingen ( 120.8) en (/20 ‘7 )
overgasn in de klassieks vergslijikingen {(r27.6 ) em (/27,4 ).01%
(/80.7) em (42/.4) volgt dus

2 TR @, 3 ‘{

en vit (120.6 Y sn (i21.6) {(de term met (:»* is te verwaarloo-

zen)
&
g _‘;‘_’_,,d - A" ot
¥ 1 et £
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Yoor de aarde is
?L?s’ Y *});5» 3 w A e

We hehben hier zonder meer & 7 wit de klassiaka mechand ea
geldentificeerd met de 7 in (/M j ),hoewsl de unatuurlik ge-
weten afsteamd in werkelijkheid f%&m ~ bedraagt.Nu is echter

e Wy B 3 |
[ ~ I

AR N JV‘"::“%’: = 'z!"%"‘»‘g - “g{ - 1‘{% “f vtx[s’ ,ﬁ,} {7«2(: ! §

11 L ¥ 4 oA | i’(a ﬁ ({ ) j g)f’z ;) r ""'"“‘(:‘:"i'""‘g"‘""‘)i

voor %L de . %, > ,en dess witérukking is voor grocte waar-
dur ver 1, em %, (t.0.ven o ) in sevste bemaderiug gelifk

4

‘.S&-ri :“!&, “11 n)
Lo vnegelijking

_...?f id e, 3
28 ) d,?,x + / = f F 2 [q

ig de dirferentiaawergaﬁmineg van da baan Als eerste benade-

ring nemen we de oplossing ven

dp v, &F
1324 d.':fé S I T

& nplo eaiug ven de garadueoerde vergelijking
‘6 j’. ia;“ " Q ? 3 'L
is van den vorm

’ | {)z *"&f% & ‘&30“‘3(3‘“/3.}4

. | - . .
o hiorki kemt voor het rechtsr lid eeumB.l. i E‘a

de op}.aﬁsing van (mM) 1uidt

,Boodat

: peerihelium raap. .




:l L Aizl : 1§3~
M} rosp. dm‘} en de groote as is

i mememmzmmmmmm |
den tm m het rwmw 114 ven (m.a) mm;mm (722, 3
wt m m in |

t‘ff‘ ,,r - ‘d -—1 + %‘( 7 (h!tu{ﬁﬁ)&t‘(ﬂﬂ"@d

9 2 ,
y AT §3 ¢ ew [Y- 3-&
= di{ Pg!*“)““y&ﬁ ﬁ)*’ 4 M

st

De B.I.,die hier aan de oplosaing der gerseduceerdes verge. ‘zm
moet wordem toegevoegd,is gemskkelifk te berekensm.De term met
co3(P-f4] ie in resounsntie em levert in de B.I.sen term met

Qam(YP-f)  .Voor de totale oploesing vimden m
Q= 1“51(1*2“’(? p)) ;f“ﬁ("*‘v ;ut *‘I-’“f‘f‘m"if

- “, dﬁi:‘ £ Cr:’l(?‘ﬂ) . i
23, & s
7432 = d‘f*:(_ff % {2‘“"’) etw“!‘ﬁ’* f‘[mﬁf—ﬁ))‘

u£ g é e* on 2(9-P)

R

e

‘i( ;d (a*@){nemﬂﬁz i"ﬁ'é“ﬂ"“*‘%ﬁ'

N

waar 2,
/23.3 )

«lw}d (“e)}e
Aangezien "2?" = 577.‘1'9 is voor de planeten inderdaad

eerst eens van & afzien,een ellips voor met excemtriciteit

4. (weinig verschillend VE?. ¢ ) en eem perihnlimm
‘weinig verschillerd van Py q .De tweede term stelt sen mi :
ne schommeling met de dubbele periode voor,die dus m m
iets vaun eem ellirs doet af‘wﬁkan,m dae r&uh:biw m
tot perihalium niet met den: tﬁ& doet v deren
ven & in den eerstern term malﬂ; aahm rm ;&a
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van het paxtihelim langzaan dreait.Het waximuw ven 7  treedt
'namemkep veor V.5 e 3, Aeam ... dus tamemmm
(,0(1* 2o l') met 17/ is tcegmm,dm » wemueer (¥ 1s
toegenomen met L7 (1 % 11) Voor de plameet Merourius
goeft Ait esn momitloopan vean het perihelium met 42.9 secon-
de per eeuw.De werkelijk waargenomen afwifking (die verkregen
wordt nadat allé klaseiek-mechenische correcties voor de nw
ringen door andere plemeten azijn asngebracht) Mru&t volgens "
Newoomb 41.24 seconde met een mauwkeurigheid ven ¥ 2.09 mn—-

e .2) ' |
e léideu nog een andere formule af voor de periheliumaf-
wijking.mmsiek gﬁldt voor den omloo%nd Tm 22 ala en ‘m
ingevolgn (l-’-’a?): %
| AT

4.1 Twﬁ*-:-;”; a Va

oen dasruit volgt veor. de periheliumafwijking ‘W? per omloop
et i &

LI Ll ‘M a
. !19- ‘l . . ? ® % f‘t a "‘yu "j 617— (""‘)
Wm alleen halve g_roata u,omlooﬁud en axventriciteit voor-

komen.

Liehtstrmamﬁdng. Voor eem lichistraal is d-‘rno eu dus teun-
gevolge ven (/W.2o) & = ¢o .De vergelifiking (Ma.& ) mt dus

over in

\:“{xx‘%s

rf%

M ,
mx m uw» benadering sen mﬂnming van aa W
m wel d.e k:mm




12%.
een afstand ﬁ van het ceutrum,dan kuunen we hier wel van
een integratiecoustante /3 afzien (vgl (/226)) asngezien
het er toch niet toe doet in welke richting de lichtstrasal
+angs de zou gaat.Deze oplossing gesubstitueerd im het rechter
1id van (/24.3 ) geeft de vergelijking

S dp s Y

1487 _ d‘/lwfﬂi" P

met de B.I. § ;:'1 {s0s'P + *‘“’&‘P) en dus met de aplaosiﬁ
et e g hy)

De maximale waarde vmcic é{w&é)vmr(/»a : Pmrdto

voor

nE3 cos Pu ; ”;}”‘w*

of

de eerste wortel is > 7 voor % << 1 eu dus oubruikbear,

de andere is in eerste benadering
o R /.. S.')
wy  Bl-Vmg)e 2l R

We hebben dus twee asymptotische richtingen:

S iR

erntf, = ;s e g

25, 5

BiR, oy

w(/, = R ""“‘ 9‘(.; = -1
en de hoek tusscheu deze beide bedraagt

' - oA 4 2«
Iﬂf.‘ lg“{a**“(%‘%}‘ R*R “ R
~ m lj.ehatrw.‘: die lamgs de oppervlmé vau de son voOr-
ot is X =2.94.10% en K = 697.108 wearuit volgt

75 ¢ nde .De gemeten waarden zijn ‘
expeditie 1.98 +0.12
ipe axpeditie 1.61 % 0.30,

}v saconde . 3*,} 

i

1) Foc.d. Math.Wies VI 2, , gm’}%mguw*) i
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Het ruimtelijk lijunelement om de zom.
Vor> £ = comstant krijgen we het ruimtelijk lijmelement

. 2 a2
j26. 1 dete 4 dits YAy at g

L.Flamm heeft aangetoond hoe meu eeun ruimte met eeun dergelilk
lijnelement kan verwezeulijken.Neem in de gewone ruimte een ge-
© woon rechthoekig assenst lsel [ ,

7 » ¥  eun beschouw gu het
g‘?» viek denparabool

1264 ?za f«[}’-c{]

die de ¥ - as enijdt in F= .

Aangezion Tl

- ofy o wud
133 A7 %7 = ¥« 53
is het lijnelement vaun de parabool

- ’ ‘ _i _
25, % ols = VF?M:Z" = dg V"Igﬂ:rig-q) - a(g £ =

d
Laat men dus dege parabool wentelen om de % . as,daun is het

. 4
ljjuelement voor ket ontstane omweunteliuvgsoppervliak

=

' C oAyt L8
' L ]
126, § dite T AP
F~ 4 ‘

wauneer ﬁ de hoaek van wenteling is gemeten vanaf het §7-viak
en 2 de afstand tot de ? - a8.Neent meu nu nOg een vierde‘
‘a8 7( slocdrecht. op g » en ¢ en last men het omwen-

ta.tingsnppervlak nogmasl.s mtele*x om het ?5 -vliak,dan is het

1;1:3‘%3 azaem vaor nat driedimensionale omeutahngaoppervlak dat

‘é i S 5&_ mimtae zmtstaat , L
L D rzwmﬁf? L

W

&hxw@m&liﬁg is gemeten v-maf de



73 A - ruimte.De ruimte om het gravitatiecemtrum vam 7= « !
tot v = oo beeldt zich dus volkomen maatgetrouw ef op de helft |
ven dit hyperopperviek,die outstaat uit de bomngte {of ook de

ouderste) helft van dei parabool.

Men moet nu natuurlijk vooral niet denken dat de baam van
een massapunt of eeun lichtstraal in deze driedimemsiouvele ruim-
te geodetisch zou ziju.Eerst de wereldliju im de ruimte,die ount- f‘
stast door aan de verkregen ruimte nog esu - gs toe te voe-
| gen is in die aldus verkrageix ruimte geodetisch en de banen
zijn slechte projecties im de richting van de £- @s.Uit de fi-
guur is duidelijk te zieu dat vooxr twee punten in het §7 vla.k

-2, volstrekt niet de natuurlijk gemeten afstand is, maar |
ook‘dat zy- ¢, hoe launger hoe dichter tot diemn afstand 'aa.dert
waunneer ¥, en %, groot wordew t.o.vam g . |
De verschuiving der spectraallijnen.

Uit het vierdimeﬁeionala lijnelement volgt voor dem eigen-

tijd 4z voor eeu rustend punt ( z , & eu ¢  coustant)
1&’,71 7 ' 4’2 k- dt &= %

en dus voor twee puunten op afstanden ¥, en %, eom waarden o4 ,

die bij eenzelfde waarde dr‘ hooren
at, o V-4
0{ *51 F?

Uit deze vergblﬁking volgt dat een klok des te langzemer loopt,
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nsarmate de afstand tot het gravitatieceutrum kdeiner is.Wat
voor een klok geldt moet ook voor eeun atoom geldem,de spectran
1’1‘3&.&'& ven licht dat vaun het oppewlak van de zZom komt ,moeten
- dus naar het rood verschoveu zijn.Is Y f'raquentie van een
ac n | die ven dezelfde spectraalliju op
~ de streal vem de




en dus

' - & P 4 |
Lﬁ@o? o &v‘ ?1-,—::’ 2 mi "F:é = “ﬂ} ;2‘ rd )

. |
wolke waarde evem groot is als die van een Doppler effect de- !

hoorende bij esun swuelheid vaw 0 .63 km per seconde.Het effect
is buitengewoon moeilijk te weten omdat er tal vam anders oor-
zaken sijn dis een verschuiviug der lijnen kuunen varoor»akqu,
als druk,Doppler effeot ,8toring door waburige lijuenm, snowale
- dispersie.De ounderzoskingen moeten als nog niet at‘goalotmz ;
beschouwd worden.

Het pmcessiaﬁfrent.

Er is nog een vier@é offact,'@mau het bestaam het ge- .
makkelijkste kan worden ingeziem asn de hand van de door Flamm
gaconsﬁrueei‘da afbeelding vau d.é ruimte om de moun,Stel seuns,
dat‘ men eeun lolsal aaaanobalmi in dege ruimte pseundoparallel
in een oirlé.al'om' de zou yoert.Dau sullen begin en sindstand
niet samsuvallen ondat de ruimte niet euklidisch is en men
borelgen:t gemakkelijlic dat de afwijkingshoek bl één dmluop /4 %

» b,édrahgt.‘!oo? de marde zmou dit beteskenen dat de aarde bij el-
keaomloop esu afwijking vam 0,013 boogssddnde zou krijgen.Nu zou
die redeveering heelemsal juist zijn,indien iu hbt vierdimen—
sionale mnelemant etdT" o term e*Wt* stoma en uiet
ALY )d’é .Deze term maskt echter dat de tijd ook nwedmt
eun znmx niet. maar 200 zonder meer met pseudoparallele varplaa.}tm‘
singen in de driedimensiousle ruimte mag rekemen,In mkawk;;*?

~;mm moet mn o8 ymu&uwallalo wrplmtumg in vier afmmi%

gan lmga e wi’amldlﬂu uitvoeren.Wordt dit godam, den vmdt

ma, ymoemwaﬂm dm: anderbalf maal 200 Wt ia,dm
Af : o f 4y




| . .
stelsel asarde - masn,bestasat er ook sen dergelijke M&w
g vowsging ven de maan.l) Beide sfwifiingen (1,9, boogssconde’
por seuw) siju niet te klein voor de waarnemiug.In de barekenj

van de prwoeusio voor de aarde komen echter vam-,ag nAsHa vm%

¢o maan 4. en sen grootheid H ,die van de trmsmmmm»
ten van de sarde e.fhans%. De otzekerheid vau 4¢ levert (}i@m
al een fout die 1% maal de nisuwe prascessie is.Ook de groots
neid // 1s mog zeer onusuwkeurig bekemd,meu zou wet de ud :
mi@aid sen decimaal verder moeten zijn om de waarde te W
nen gebruiken.Ook de am,ﬁdng van de prawomio van de mu
1igt vooralenog binnen het gebied van MMWMM in de ocou- f
stanten. _ » \ ,
Eddington heeft uit het bestaan der prascessieafwijking
de volgende belsugrifke theoretische slotsom gotrokken. Indien
mon met behulp vean gyrostatische imprmﬁtin de drasaiing van

de aarde sou metem,dan zou men vindeu de draaiiug t.0.van esb
geodetisch (d.i. pseudoparallel) mebmmd steleel eu niet .
die t.o.van de vaste sterreun.De beweging t".n;'ém:‘ de vaste ster-
ren kau dus alleen door astronomische metingen gevonden wordeu.
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1) Fao der- vath.Wise. VI 2. 22 ,F.Kottler.



